Leccion 3

Transformadas de Fourier y de Laplace

3.1. Introduccion

Los dominios del tiempo y de la frecuencia son formas alternativas de representar las
sefiales. Si una sefial es modificada en un dominio, también lo serd en el otro. Los proble-
mas que plantea el procesamiento de sefales pueden tratarse en el dominio del tiempo
con técnicas clasicas de ecuaciones diferenciales (sefales analégicas) o ecuaciones en
diferencias (sefales discretas), mientras que en el dominio de la frecuencia estos proble-
mas se traducen en ecuaciones algebraicas generalmente mds sencillas de resolver. Por
ejemplo, en la leccién anterior hemos visto que la convolucién (una operacién compli-
cada) de dos senales discretas en el dominio del tiempo se corresponde con el producto
(una operacién muy sencilla) de sus Transformadas de Fourier Discretas en el dominio
de la frecuencia.

Las herramientas que establecen las relaciones matemadticas entre los dominios del
tiempo y de la frecuencia se llaman transformadas. Dos de las més usadas son la trans-
formada de Fourier y la transformada de Laplace y ambas estdn relacionadas. La transfor-
mada de Fourier se usa para representar en el dominio de la frecuencia sefiales continuas
y describe el espectro continuo de una sefial no periédica.

Los métodos basados en la transformada de Fourier son usados practicamente en to-
das las areas de la ciencia y de la ingenieria: 6ptica, disefio de circuitos, cristalografia y
espectroscopia, procesamiento de sefiales y comunicaciones, tratamiento de imégenes.

3.2. Latransformada de Fourier

Lo que sigue es un intento de motivar la definicién de transformada de Fourier que da-
remos posteriormente. No nos preocuparemos mucho por la precision matemaética pues
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se trata de ayudar a la intuicién.

La transformada de Fourier puede interpretarse como una “version continua” del con-
cepto de serie de Fourier para funciones no periédicas. Recuerda que el espectro de una
sefal f, periddica de periodo T, es el conjunto de pares {(n/T,c,) : n€Z}, donde ¢, son los
coeficientes de Fourier complejos de f. Para nuestros propésitos actuales, es conveniente
considerar la funcién f dada por f(n/T) = c,. Observa que la gréfica de dicha funcién es
justamente el espectro de f.

La clave de lo que sigue consiste en interpretar una funcién no periédica como el li-
mite de una funcién periédica cuyo periodo, T, se hace arbitrariamente grande, es decir,
T — 4. Observa que cuanto mayor es el periodo 7 mds cerca estan los puntos del es-
pectro de forma que cuando T — +e podemos considerar que el espectro se convierte
en una curva continua y la funcién f en una funcién definida en R cuya grafica es dicha
curva. Veamos todo esto con un ejemplo.

Consideremos la funcién “pulso rectangular” definida por:

H(t){l ] < 1/2
0 lt| >1/2

Es claro que IT no es una funcién periédica y, por ello, no tiene una serie de Fourier aso-
ciada. No obstante, podemos considerar versiones periodicas de I repitiendo su parte
no nula separada regularmente por grandes intervalos en los que la funcién es cero. Aqui
tienes la gréfica de la periodizacién de IT con periodo 15.

-20 -10 ‘ 10 20

Como las periodizaciones de IT son funciones pares y reales sus coeficientes de Fourier
sonreales. Aqui tienes los gréficos de los espectros correspondientes a las periodizaciones
de IT con periodos 5, 10 y 20.
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Calculemos los coeficientes de Fourier de la periodizacién de IT con periodo T'.

1 T/2 ! 1/2
ﬁ (ﬁ) — j e’ZT“'”’/TH(t)dt - j 672nint/T dr =
T T T
-T/2 —-1/2
=1/2
_ 1 1. o—2mint/T = _ 1. oin/T 7e—nin/T) _ b sen (M)
T |—2min/T ——1/p 2min nmw T

Deducimos que

Tn
]J/‘z 672nin1/T H(l‘)dl‘ — sen J<1;n7>
-T/2 T

Haciendo ahora T — + en esta expresion podemos interpretar que la variable discreta
n/T se convierte en una variable continua s con lo que resulta:

j‘oef2nistn(t) dr = SCH(JTS)

TS

Bien, acabamos de obtener la transformada de Fourier de la funcion IT. Aqui puedes ver
su gréfica.

sen( 7tr)

Figura 3.1: La funcién

Definiciéon 3.1. La transformada de Fourier de una funcién f: R — C es la funcién
f: Ff :R — C definida por:

f(s) = FF(s) = j e 2 f(1)dt (sER) (3.1)

Comentarios

= Usaremos las notaciones fy JFf para representar la transformada de Fourier de la
sefial f. A veces conviene escribir Ff en la forma () para indicar claramente que
Ff es la transformada de Fourier de la funcién f.
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“_»

El pardmetro “s” en la definicién 3.1 se interpreta como frecuencias. La funcién f se
interpreta como la representacién de la sefial f en el dominio de la frecuencia.

La transformada de Fourier convierte una sefal, f(¢), dada en el dominio del tiempo

~

en otra sefial, f(s), en el dominio de la frecuencia.

Representaremos por L'(R) el espacio vectorial de todas las funciones f: R — C

tales que f |f(#)| dt < . Para que la definicién 3.1 tenga sentido es condicién sufi-

ciente que f€L'(R).

Para calcular la transformada de Fourier de una funcién tenemos libertad para mo-
dificar como queramos dicha funcién en un conjunto siempre que ello no afecte al
valor de la integral. Por ejemplo, podemos cambiar el valor de la funcién en cual-
quier conjunto finito de puntos. Por eso, para calcular la transformada de Fourier
de una funcién no es imprescindible que la funcién esté definida en todo R, es su-
ficiente, por ejemplo, que esté definida en todo R excepto en un conjunto finito de
puntos.

= No hay acuerdo undnime sobre la definicién de la transformada de Fourier. Algunos
detalles sobre los que los distintos autores no se ponen de acuerdo son: el signo en
la exponencial, multiplicar la integral por 1/2m o por 1/ v/2, incluir o no incluir 25
en el exponente de la exponencial.

3.2.1. Latransformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar una senal f por sus componentes de fre-

-~

cuencia. El conjunto Q(f) = {seR D f(s) # O} se llama espectro continuo de la sefal f.
Cada frecuencia s € Q(f) tiene como amplitud ’f(s)’ y su fase es arg f(s). La sefial f queda
caracterizada completamente por f en el sentido de que el conocimiento de f permite

recuperar f. Veamos de manera informal coémo puede hacerse esto.

Consideremos que f es una sefial que se anula fuera de un intervalo acotado lo que
permite considerar su periodizacion para valores grandes del periodo 7 de manera que
f(t) =0paralt| > T /2. Desarrollemos dicha periodizacién en serie de Fourier:

f(l): Z CnCZJ'cinI/T

n=—oo

Teniendo en cuenta que f(r) = 0 para |¢| > T /2, los coeficientes de Fourier de f vienen
dados por:

/2 w0
_ l —2mint)T 3, _ l —2nint/T 3, _ l e
c,,—TTf/zf(t)e dt—TLf(t)e dr = =7 (%)

Pongamos s, = n/T. Sustituyendo el valor de ¢, en la serie obtenemos:

=0 3 Flaemi

n=—co
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Como los puntos s, estdn igualmente espaciados una distancia 1/7, podemos interpretar
esta suma como una suma de Riemann de la integral:

=

f f(s) e? st dg

—o0

Cuando T — o0 podemos esperar que se tenga la igualdad:
f6) = | Fls)em as

Llegamos asi a la siguiente definicién.

Definicién 3.2. La transformada inversa de Fourier de una funcién g: R — C esla funcién
§=9"'¢:R — C definida por:

) =F"g(t) = f XSl g(s)ds  (t€R) (3.2)

Tenemos también el siguiente teorema.
Teorema 3.3 (de inversion de Fourier). Si f es una sefial continua tal que f € L'(R) y

también f € L'(R), se verifica que:

ft)= (3.3)
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La igualdad 3.1 se llama la ecuacion de andlisis y la igualdad 3.3 se llama ecuacion de
sintesis. Observa que la ecuacion de sintesis permite reconstruir una sefial no periédica a
través de sus componentes de frecuencia y puede verse como una “versién continua” de
la representacion de una sefial periédica por su serie de Fourier.

Explicitamente, la igualdad 3.3 afirma que:

—oo0 |[—o0

f(f) — f [j 672Jtisuf(u) du] eZnist ds (34)

Evidentemente, es més comodo escribir esta igualdad en la forma:

f=3"Y97%) (3.5)

Es notable la simetria que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: solamente
se diferencian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verifica también
la igualdad:

g=F(F ) (3.6)

La transformada de Fourier es una operacion que regulariza y suaviza las funciones.
Esto es lo que dice el siguiente resultado.

Teorema 3.4. La transformada de Fourier de una sefial integrable, f € L' (R), es una fun-
cion continua, acotada ytlirf Ff(s)=0.
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Observacion

Hay versiones mds generales del teorema de inversion en las que se permite que la
funcién f tenga algunas discontinuidades finitas de salto. Cuando esto ocurre, la funcién
J~1(Ff) en dichas discontinuidades tiene un valor igual a la semisuma de los correspon-
dientes limites laterales. Por ello, aunque para calcular la transformada de Fourier de una
funcién tenemos libertad para modificar dicha funcién en algunos puntos, cuando que-
remos recuperar una funcién que tiene discontinuidades de salto a partir de su trans-
formada de Fourier, es imprescindible regularizar dicha funcién definiéndola en dichas
discontinuidades igual a la semisuma de los limites laterales correspondientes.

3.2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Algunas de las propiedades que siguen son generales, es decir, se satisfacen solamente
con la hipétesis de que las funciones que en ellas intervienen estén en L' (R) para que sus
correspondientes transformadas estén definidas. Otras propiedades requieren hipdtesis
adicionales en las que no vamos a entrar. Te aconsejo que aprendas estas propiedades
como un formalismo ttil para calcular transformadas de Fourier. Para ello tendréds que
memorizar las transformadas de Fourier de unas pocas funciones bdsicas y a partir de
ellas aplicando las propiedades que siguen, sin necesidad de calcular integrales, podras
deducir las transformadas de Fourier de muchisimas funciones mas.

Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir que si o
y B son nimerosy f, g sefiales, se verifica la igualdad:

Fof +Bg) = aFf +pJg

Propiedades de simetria

De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y su inversa:

oo

Ff(s)= | e 2™ f(r)dr = :rcos(2nst)f(t)dt —ijsen(znst)f(t)dz

—oo

=

Flfs) = | 2™ f(r)dr = j cos(2mst)f(¢)dt +i f sen(2mst) f(z)ds

—o0 —oo

I
I

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las siguientes
propiedades de simetria.

1. Ff(s) =TF1f(—s).
2. Regladeinversion. F (Ff)(s) = f(—s).

3. Silafuncién f es par entonces se tiene que:

a

f sen(2mst) f(t)dr = al_f&lw sen(2mst)f(t)dr =0
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por lo que

Ff(s)=F 1 (s) = f cos(2must)f(t)dt =2 [cos(2mst)f(r)dr

o3

y la transformada de Fourier de f coincide con su transformada inversa y es una
funcién par.

4. Andlogamente, si f es impar su transformada de Fourier también es impar y:

Ff(s)=-F f(s)=i f sen(2mst) f(t)dr = 2ifsen(2nst)f(t)
“eo 0

5. Sif esreal entonces Ff(—s) = Ff(s).
6. Sif esrealypar su transformada de Fourier también es real y par.

7. Si f esreal eimpar su transformada de Fourier es impar y toma valores imaginarios
puros.

Las siguientes dos propiedades se obtienen facilmente con un sencillo cambio de va-
riable.

Traslacién en el tiempo. Dado un nimero a €R y una sefial f, definimos la sefial t, f por:

Taf(t) :f(t_a)

Se verifica que:
Tof (s) = 2 f(s)

Es decir, una traslacion en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada.

Cambio de escala o dilatacién. Dado un niimero a € R* y una sefial f, definimos la sefial
Gc.f por:
ouf(t) = f(at)

Se verifica que:
— 1 ~s
o.f (s)=—f(-
af( ) ‘a|f(a>
Es decir una dilatacién (¢ > 1) o una compresion (a < 1) en el dominio del tiempo se
corresponde con una compresion o dilataciéon en el dominio de la frecuencia més un

cambio de escala.

Propiedad de modulacién. Dado a €R, y una sefal f, se verifica que la transformada de
Fourier de la funcién g(r) = e>*%’ f(¢) es la funcién 1, f.

Esta propiedad es inmediata pues:

=
o~

g\(s) _ je—2ni5tf(t) e2mial 4y — j e—2m'(s—a)f f(l) dr = f(s—a)

—o0
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La aplicacién de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferenciales se
basa en la siguiente propiedad.

Propiedad de derivacion
) (s) = 2isTf(s)  F(=2imif()(s) = (FF)'(s)
Igualdad de Parseval

En particular

NOEEOR

3.2.3. Ejemplos

La funcién pulso rectangular

Es la funcién dada por

H(t):{l 1] < 1/2
0 lt| >1/2

Para calcular su transformada de Fourier no es preciso definir dicha funcién en los pun-
tos i% pero, para recuperar esta funcién por medio de una transformada de Fourier es
necesario definir su valor en dichos puntos igual a 1/2. Como se trata de una funcién par
su transformada de Fourier viene dada por:

I(s) = 2fH(t)cos(2nst)dt =2 1f/zcos(Zrcst)dt =2 sen(2mst) =z __sen(7s)
- 0 a 0 B 2ms =0 B TS

La funcién “cardinal seno” o “funcién de muestreo”

Es la funcién dada para todo ¢t €R por

sen(7tt)
wt

senc(t) =
por supuesto, senc(0) = 1. Su grafica puedes verla en la figura 3.1.

La transformada de Fourier de esta funcién se deduce facilmente de que, segtin aca-
bamos de ver, IT = senc y, como la funcién IT es par, obtenemos

Fsenc = F (FI) = F(F ') =1L

Decaimiento exponencial truncado

Es la funcién dada por
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Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:
—t —2m's:|t"+°° 1

fA(S) _ je_zmﬂf(l)dl :fe(—Zm's—l)t dr — [ e 'e
0

C 1+2mis =0 - 14+2mis

La funcién de Laplace
Es la funcién dada por
g(t)=el"
Para calcular su transformada de Fourier observamos que g(¢) = f(¢) + f(—¢) donde f

es el decaimiento exponencial truncado. Deducimos que:

N . 1 1 2
- l+23‘cis+ 1—2mis 1+4n2s2

La funcién gausiana unidad

Es la funcién definida por:

f)=e"
Esta funcién tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fourier:
su transformada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho de que
Sf'(t) = —2m:ut f(r) y tomar transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdad con
lo que, en virtud de la propiedad de derivacién, resulta:

o~

2risf () = < F'(5)

Es decir

~

Fi(s)+275f () =0
Deducimos de aqui que la funcion £ (s) e™’ tiene derivada nula por lo que

-~ 2

Fs)=F0)e ™ =™ = f(s)

oo

Donde hemos usado el resultado bien conocido f (0) = f e dr = 1.

—o0

3.2.4. Ejercicios

1. Supongamos que reproduces en un magnetofén una cinta a velocidad doble de la
velocidad a que se ha grabado. Interpreta lo que ocurre mediante la propiedad de
cambio de escala o dilatacién de la transformada de Fourier.

2. Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcula, sin hacer inte-
grales, la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

1, |t|<a/2
a) Il (t)=
) L) { 0, |t|>a/2
Departamento de Andlisis Matemaético Célculo Avanzado
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b) f(t)=TI((t —b)/c) donde IT es la funcién “pulso rectangular”.

Cn

¢) f(tr) esunafuncién escalonada f(r) = ZakH (x —bn > .
k=1

, O<x<l
ad f)=< 2, 1<x<?2
0, x<0ox>2

|} cos(mz), |t|<a/2
70 _{ 0, 1] > a/2
N fl)= L o(-up/20?
V2no
g f(t)=cos(2npr)e 0/
1
W f) = 142 mit

) f@t)=2re” at?
3. Calcula mediante integracion la transformada de Fourier de la “funcién tridngulo”

definida por:
Alf) = 1—t], Jr|<1
0, lt]| > 1

4. a) Supuesto conocida la transformada de Fourier de una sefial f, calcula la trans-
formada de Fourier de la sefial g(r) = f(¢) cos(2 mar).

b) Calculala senal (en el dominio del tiempo) cuya transformada de Fourier tiene
la gréfica siguiente.

5. Supongamos que la sefial f(z) es nula fuera del intervalo [—1/2,1/2]. Sea

la periodizacién de f con periodo 1. Estudia la relacion entre los coeficientes de
Fourier de g y la transformada de Fourier de f.

6. Calculalas transformadas de Fourier de las funciones cuyas gréficas son las siguien-
tes.
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3.3. Convolucion y transformada de Fourier

Procesar una sefial consiste en modificar sus componentes de frecuencia. Si la sefial
es analégica y su transformada de Fourier es

Fis)= |7 ()| Are (s)

podemos estar interesados en modificar las amplitud ’f(s)‘, o las fases Arg f (s) corres-

pondientes a cada frecuencia s, para obtener una nueva sefial que podemos representar
en la forma:

p(s) | (5)| " Are 7 (5

donde la funcién p(s) > 0 da cuenta del cambio producido en la amplitud, y la funcién e’
da cuenta del cambio producido en la fase. Esto nos lleva a considerar la funcién p(s) e’
y a concluir que f (s)p(s)e’* es la transformacién més general que podemos hacer sobre
nuestra sefial modificando amplitudes y fases. Es natural interpretar la funcién p(s)e’
como la transformada de Fourier de una sefial analégica g(r), por tanto
g(t) = T\ (p(s)e)(¢), y a preguntarnos qué operacion debemos hacer con las sefiales
f(t) y g(¢t) para obtener una nueva sefial cuya transformada de Fourier sea precisamente
3(s)f (s). Esta claro que dicha operacién sera el modelo mds general del procesamiento

~

de sefiales. Calculemos g (s)f (s).

o

fg(t) e—2m’st dr ff(x) e—2m'sx dx = f [f g(t) e—2m'ste—2m'sx dl‘] f(x)dx —

—oo

8(5)f (s)

—oo —oo

— f [f g(t) e*Zm‘S(ter) dt‘| f(x)dx = f |J>f g(u_x)f(x)672msu du‘| de —

—oo |—o0 —oo |—o0

f [ff(x)g(u_x)ezmu dx] du = f [ff(x)g(u_x)dxl e 2misu 4,

—oo |—o0 —oo0 [—o0

Pero esto que hemos obtenido es justamente la transformada de Fourier de la funcién
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dicha funcién se representara por f gy se llama la convolucién de f y g.

Deducimos de lo anterior el siguiente resultado que expresa que la convolucién en el
dominio del tiempo se corresponde con la multiplicacién en el dominio de la frecuencia.

Teorema 3.6 (de convolucién). F(f*g)(s) = Ff(s)Fg(s).

Teniendo en cuenta la simetria entre la transformada de Fourier y su inversa, también
se verifica la igualdad:

Flfxg)=(F )T )
y, lo que es mds interesante:
F(fg) =TFf+Tg

es decir, la multiplicacién en el dominio del tiempo se corresponde con la convolucién
en el dominio de la frecuencia.

:Qué es la convolucion?

Esla segunda vez que aparece en este curso la operacién de convolucién. En la leccién
anterior vimos la convolucioén ciclica de dos sefiales periddicas discretas y ahora surge la
convolucién de dos sefiales continuas no periédicas. Entre ambas hay ciertas analogias
y ambas se comportan igual respecto a las respectivas transformadas de Fourier discreta
o continua. No son estos los tinicos tipos de convolucién que se consideran. La convo-
lucién de funciones es una herramienta muy versatil que tiene distintos significados en
distintos campos y no admite una interpretacion tinica. Se trata de una operacién que
no es facilmente visualizable y que tiene cierta complicacién: para calcular el valor de la
convolucién de dos funciones en un solo punto hay que usar todos los valores de ambas
funciones y realizar una integracién. En la figura 3.2 tienes un intento de visualizacién del
célculo de la convolucién de la funcién pulso rectangular, I, consigo misma en el punto
x=20.75.

Observa que aunque la funcién pulso rectangular es discontinua en los puntos +1,/2
su convolucién es la funcién tridngulo que es continua. Esta es una propiedad importante
de la convolucién: la convolucion de dos funciones es una funcion al menos tan buena
como la mejor de ambas.

Podemos ver la convolucién como una operacién para promediar y suavizar una fun-
cién por medio de otra. Consideremos que g es una funcién positiva, concentrada cerca
de 0, con 4rea total igual a 1:

fg(x)dx =1

Por ejemplo, g podria ser una campana de Gauss alta y estrecha centrada en 0. En tal caso,
la funcién x — g(z — x) estd concentrada cerca de ¢ y sigue teniendo drea total 1. La integral

[ stt—nrtas
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Figura 3.2: Gréficas de II(x) (azul), I1(0.75 — x) (verde), I1(x)I1(0.75 —x) (azul), IT*II(x)
(rojo). El punto azul es el valor IT+IT1(0.75)

puede interpretarse como un promedio de los valores de f(x) cerca de x =t ponderado por
los valores de x — g(¢ —x). Si nos movemos a otro punto ¢’ cercano at y calculamos el valor,
f*g(t"), de la convoluciéon en ¢/, repetiremos la operacioén anterior, es decir, calcularemos
una media ponderada de los valores de f cerca de ' y dicha media incluird, si s’ esta cerca
de ¢, valores de f que ya se usaron en el anterior promedio. Por ello, cabe esperar que los
valores de la convolucion fxg(r) y f*g(t') estén mds proximos que f(¢) y f(¢'). Es decir,
f*g(t) suaviza f.

Por otra parte, este proceso de promediar y regularizar es lo que hacen los instrumen-
tos de medida. Por ejemplo, cuando usamos un termémetro para medir la temperatura
en un punto del espacio lo que estamos midiendo realmente es un promedio. Eso se debe
a que el termémetro no mide la temperatura solamente en un punto, sino que la infor-
macién que proporciona es realmente un promedio de las temperaturas en una pequefia
region del espacio. La manera de realizar este promedio depende de las caracteristicas
fisicas del instrumento y dicho promedio se realiza de igual forma en cualquier punto
donde situemos el termémetro. De esta forma se entiende que los datos que proporciona
el termoémetro son el resultado de una convolucién de la funcién temperatura con otra
funcién, que podemos interpretar como una funciéon de densidad de probabilidad - una
gausiana -, que es caracteristica del instrumento concreto que usemos. Cuanto mds pre-
ciso sea el termémetro mas alta y estrecha serd esta gausiana y mdas “concentrada” seré la
lectura que se realice.

Las razones anteriores explican por qué la convolucién aparece en contextos tan di-
versos. En algunas aplicaciones como, por ejemplo, en restauracién de imagenes, lo que
se quiere es invertir el proceso antes descrito, es decir, se dispone de una sefial f que esta
“contaminada” por su convolucién con otra sefial ¢ de manera que lo que nosotros re-
cibimos es la sefial & = f x g. La sefial g se interpreta como un “ruido” y pueden hacerse
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Leccién3. Transformadas de Fourier y de Laplace 15

hipétesis sobre su naturaleza para intentar separar la sefial f del ruido g que la “contami-
na”. En estos casos lo que se quiere es invertir un proceso de convolucién.

Aqui puedes ver dos fotografias de una comadreja. La primera de ellas estd “corrida”
debido a un pequeiio movimiento de la cAmara que tomé la foto. Esto es una convolu-
cion. La segunda es el resultado de someter los datos de la foto a una de-convolucién.

120

80
60
40
20

Propiedades de la convoluciéon

La operaciéon de convolucién se comporta de forma parecida a la multiplicacién. Con-
cretamente, se verifican las siguientes propiedades:

» Conmutativa. fxg=gx*f.
= Asociativa. (fxg)xh= fx(g*h).

= Distributiva. (f +g)xh= fxh+gxh.

La ultima propiedad es inmediata y las otras dos son consecuencia fécil del teorema
de convolucién.

Llegados aqui es natural preguntarse si hay alguna funcién que sea la unidad para la
convolucién, es decir, una funcién & que verifique que f 3 = f para toda funcién inte-
grable f. Explicitamente, una tal funcién habria de verificar la igualdad:

=

| £ —x)dv = £(r)

—o0

En particular, tomando f(x) = II(x/2¢), se sigue que deberia ser:

[3yax =1

—€

para todo € > 0. Estd claro que no hay ninguna funcién en el sentido usual que verifique
estas condiciones. Volveremos sobre esto mds adelante.

3.3.1. Convolucidn y Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI)

Un sistema es cualquier proceso que transforma sefiales de entrada en senales de
salida. En términos matemadticos, podemos representar un sistema por un operador L
que al actuar sobre una senal x produce una senal y, lo que se escribe y = Lx.
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Como puedes ver el concepto de “sistema” es muy general. Ejemplos de sistema son:

» Losinstrumentos que usamos para comunicarnos: teléfonos, radios, televisores, ca-
maras fotograficas,... Todos ellos aceptan cierto tipo de sefiales de entrada y produ-
cen nuevas senales de salida.

= Todo proceso matematico en el que una funcién se transforme en otra. Por ejemplo,
las ecuaciones diferenciales, la convolucién con una funcién dada.

Se distinguen distintos tipos de sistemas segun el tipo de sefial de entrada y de salida. Los
mads interesantes para nosotros son:

= Sistemas analdgicos los que transforman sefales analégicas en sefiales analégicas.

= Sistemas discretos los que transforman sefales discretas en sefiales discretas.

Para que un concepto tan general sea realmente ttil hay que suponer que se cumplen
ciertas propiedades.

Propiedades de los sistemas

» Linealidad. Se dice que un sistema L es lineal cuando es aditivo y homogéneo, es
decir, cualesquiera sean las sefiales de entrada x e y y los nimeros o, 3 se verifica
que:

L(ox+PBy) =oaLx+BLy

Esta propiedad suele llamarse principio de superposicion.

» Invariancia en el tiempo. Se dice que un sistema L es invariante en el tiempo si un
adelanto o retraso de la sefial de entrada produce el mismo efecto en la senal de
salida.

Representando por 1,x la sefial (t,x)(¢t) = x(t — a), la invariancia en el tiempo se ex-
presa por la igualdad:
L(t.x) =1,Lx

De manera mds explicita, si es y(r) = (Lx)(¢) la sefal transformada de x y es
z(t) = (L(t,x))(¢) 1a senial transformada de t,x, se verifica que z(r) = y(r — a).

= Estabilidad. Se dice que un sistema L es estable cuando es lineal y continuo. Ma-
tematicamente esto se expresa por la igualdad (que en cada caso concreto debe
dotarse de significado matematico preciso):

L (ix,) = i:an
n=0 n=0
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Un sistema LTI es un sistema lineal invariante en el tiempo !. Un filtro es un sistema
LTI que ademas es estable.

Nuestro propdsito es ver que los filtros lo que hacen es una convolucién de la sefial
de entrada con una funcién que se llama la respuesta impulso del filtro. Consideremos
primero filtros discretos y después filtros analégicos.

Respuesta impulso de un filtro discreto

Representaremos las sefales discretas por funciones definidas en Z con valores en C.
Dadas dos sefiales u,v : Z — C se define su convolucién como la sefial z dada por

z(n) = Z u(k)v(n—k) (nez)
k=—oc0
supuesto, claro estd, que dicha serie converge para todo n€Z. La sefial z se llama la con-
volucién de las senales u y vy se representa por u xv. Esta convolucién de sucesiones tiene
andlogas propiedades a la convolucion de funciones por medio de una integral.

La sefial 6 : Z — C definida por &(n) = 0 paran # 0y 8(0) = 1 se llama sefial impulso
unidad o sefal delta de Dirac? discreta. Dada una sefal discreta x : Z — C, paratodon€Z
se verifica la igualdad:

x(n) = Z x(k)d(n—k)
k=—oo
pues dicha suma consta realmente de un tinico sumando no nulo que se obtiene para
k = n. Representaremos por J; la funcién §;(n) = 8(n — k), es decir, con la notacién ya
usada varias veces, &; = 1;,0. La igualdad anterior nos dice que la sucesiéon de funciones
XN = ZkN:_Nx(k)Sk converge puntualmente ala funcion x.

Supongamos ahora que L : X — Y un filtro donde X e ¥ son espacios vectoriales nor-
mados de sucesiones y que se verifica que xy converge a x en la norma de X (es decir,
||x; — x|| — 0). Entonces, la linealidad y continuidad de L permite escribir:

N N o

Lx=L{ lim x(k)8 | = lim > x(k)L& = > x(k)LY

N—soo

k=—N k=—N k=—co

Como L es invariante en el tiempo se verifica que L§; = L(t8) = 1 (LJ). Poniendo y = Lx,
y llamando & = L§, la igualdad anterior nos dice que para todo n € Z se verifica que:

oo =)

() =Y x(k)(wh)(n) = > x(k)h(n—k)

k=—o0 k=—o0

ITambién puede interpretarse LTI como “sistema lineal invariante por traslaciones” pues no siempre la va-
riable es el tiempo y lo propio de un sistema LTI, ademds de la linealidad, es la invariancia por traslaciones de
la variable ya sea esta continua o discreta.

2P. Dirac (1902-1984). Fisico inglés que propuso la existencia de particulas con energias negativas - antipar-
ticulas - asociadas al electrén que fueron descubiertas posteriormente por Carl Anderson en 1932 y se llaman
positrones. Dirac desarrollo también una versién tensorial de la ecuacién de Schrédinger, conocida como la
ecuacion de Dirac, que es correcta desde el punto de vista de la Teoria de la Relatividad. Recibi6 el premio No-
bel de Fisica en 1933 por sus trabajos sobre antiparticulas y mecédnica de ondas. Se le considera precursor de la
Teoria de Distribuciones desarrollada posteriormente por L. Schwartz.
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Es decir, y = x* h. En consecuencia, la funcién 4, que es es la respuesta del filtro a la fun-
cién impulso unidad, caracteriza al filtro. Dicha funcién se llama la funcién respuesta
impulso del filtro.

Respuesta impulso de un filtro anal6gico

Admitamos que existe una “funcién” & que es la unidad para la convolucién de fun-
ciones. En tal caso podremos escribir una sefial x en la forma:

x(t) = (x%8)(t) = j x(s)8(t — s)ds
Usando la continuidad y linealidad del filtro L y poniendo L(8) = &, podemos escribir:
yo) = (Lx)@) = f x(s)L(ts0)(r) ds

= f x(s)(t,L8)(t) ds = jx(s)h(t_s) ds = (x*h) (1)

Resulta asi que el filtro es un filtro de convolucién. La funcién %, que es es la respuesta
del filtro a la funcién impulso unidad, 3, caracteriza al filtro. Dicha funcién se llama la
funcién respuesta impulso del filtro. La transformada de Fourier de la respuesta impulso,
H(s) = F3(s) se llama la funcién de transferencia del filtro. La accién del filtro sobre una
sefial x viene dada en el dominio de la frecuencia por el producto x(s)H (s).

Este es un buen momento para explicar el papel especial que desempefan las expo-
nenciales complejas. Consideremos que a es un nimero real y sea e, (1) = e>™%, La res-
puesta del filtro a la sefial e, viene dada por

L(el)(t) = (eaxh)(t) = (hxey)l fh ea,_sds_ﬁ, (2iali—s)

— fh(s) e—2m’as62m'at ds = eZniat jh(s) e—2m’as ds

—o0

= H(a)eu(t)

laigualdad obtenida L(e,)(t) = H(a)e,(t) que puede expresarse en términos de funciones
como L(e,) = H(a)e, nos dice que e, es un vector propio de L con valor propio asociado
igual a H(a). Es decir, las exponenciales complejas son vectores propios de los filtros.

Se acercala hora de la verdad

Ni que decir tiene que muchas de las anteriores afirmaciones carecen del més elemen-
tal rigor matemadtico. . . lo que no quiere decir que sean falsa, de hecho son esencialmente
ciertas. Para dar significado matemaético a la “funcién” 8 hay que hablar, aunque solo sea
un poquito, de la teoria de distribuciones. Una teoria que estd considerada como uno de
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los mayores logros de las matemaéticas del siglo XX. No olvides que en estas notas esta-
mos dejando deliberadamente de lado los tecnicismos matematicos, esos que solamente
interesan a quienes estamos aquejados de esa extrafla enfermedad que se llama Mate-
mdticas, pero a veces algunos tecnicismos matemadticos son necesarios incluso para los
ingenieros, aunque solamente sea para proporcionar seguridad y confianza en los célcu-
los. Tendremos que volver sobre esto.

3.3.2. Asitrabajala convolucion

Vamos a considerar algunos ejemplos de sistemas para comprobar c6mo la convolu-
cién estd presente en todos ellos.

Filtro de paso-bajo

Un filtro ideal de paso-bajo es aquél que elimina todas las frecuencias por encima
de una frecuencia dada v, y deja pasar inalteradas las frecuencias por debajo de v.. Si
escribimos la operacién del filtro en la forma:

¥(t) = (xxh)(t), I(s)=3(s)H(s)
entonces la funcién de transferencia viene dada por:

1, |s|<ve

H =
(s) {0, |s| = v

Es claro que multiplicar X(s) por H(s) deja igual el espectro de x para |s| < v, y elimina las

demads frecuencias. Observa que H(s) =11 2i> donde IT es la funcién pulso rectangular.
c

En el dominio del tiempo, la respuesta impulso del filtro se obtiene calculando la
transformada inversa de Fourier de H(s), que viene dada por:

h(t) = F~'H(r) = 2v.senc(2v.r)

Filtro de paso-banda

Con frecuencia lo que se desea es filtrar una sefial dejando pasar sin alterar un deter-
minado intervalo de frecuencias y eliminando las demas. Este es el filtro ideal de paso-
banda. Su funcién de transferencia, B(s), puede obtenerse de la funcién de transferencia,
H(s), del filtro de paso-bajo. Centrando la banda de frecuencias que se quiere dejar pasar
en vy con un ancho de banda v, tenemos que (Ver figura 3.3):

I, |s—Vo|<Ve 0 [s+Vo| <V

B(s) = =H(s—V H \Y%
(s) {O, |s—vo|=Ve ¥ |s+Vvo| =V, } (s=Vo) +H(s+Vo)

Podemos obtener facilmente la funcién respuesta impulso, que viene dada por:

b(t) = h(r) ™' 4-h(r) e 2™V0" = 4y, cos(2mvor) senc(2v,t)
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Figura 3.3: Filtro de paso-banda

En la figura 3.4 puedes ver su gréafica paravy =6y v, = 2.

VAN /\ /\/\/\ /\/\/\ /\

Figura 3.4: Respuesta-impulso del filtro de paso-banda

Filtro de paso-alto

En este filtro se eliminan todas las frecuencias por debajo de una frecuencia de corte
V. y se dejan pasar inalteradas las frecuencias por arriba de v.. Este tipo de filtros es fre-
cuente en tratamiento de imagenes donde altas frecuencias espaciales estdn asociadas
perfiles nitidos mientras que las bajas producen un efecto borroso. La funcién de transfe-
rencia de este filtro viene dada por 1 — H(s) donde H(s) es la funcién de transferencia del
filtro de paso-bajo. Por tanto, la funcién respuesta impulso es 8(z) — 2v.senc(2v,t).

Una ecuacion diferencial ordinaria

Consideremos la ecuacién diferencial

my" (1) +ky(r) = f(1)

que podemos interpretar como la ecuacién de un sistema material formado por un re-
sorte, con constante de recuperacion &, que sujeta una masa m que puede deslizar sobre
un plano sin friccién sometida a una fuerza f. La senal de entrada es f yla sefial de salida
del sistema es la funcidn y(¢) solucion de la ecuacién diferencial. Se trata, evidentemente,
de un sistema LTT.
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f®) _ m k
—>

—

y(t)

Tomando transformadas de Fourier en ambos lados de la ecuacién obtenemos:

m(2ais)*3(s) + k3(s) = F (s)
de donde {
" k—4Amnis?
La funcién 1/(k — 4mn%s?) recuerda a la transformada de Fourier de e /. Ajustando los
pardmetros a la vista de la propiedad de cambio de escala, obtenemos que dicha funcién
es la transformada de Fourier de la funcién

_ b i figma
= ——¢e
g(t) Wi

5(s) f(s)

Por tanto Fy = FgJFf y, por el teorema de convolucidn, se sigue que:

) = g0 = 5 [ flae VI

Este ejemplo puede sernos ttil para motivar la funcién ¢ desde un punto de vista fisico.
Consideremos para ello que sometemos al sistema a un impulso casi instantdneo de du-
racion € > 0 y magnitud constante f:(t) = 1/¢, de forma que el momento lineal de dicha
fuerza es:

ffg(t) dr =1
0

En este caso tenemos que la ecuacion diferencial se convierte en:

1

my () +ky(r) ={ & OS'SE (3.7)
0, e<rot<O

cuya solucién viene dada por:
= €
i . i 1.
t) = ue ! k/m‘tfu‘dl,t: Ze ! k/m‘tiuldu
0= 57 | W kage Vi

El cédlculo de esta integral depende de que ¢ sea mayor o menor que €. Poniendo

® = +/k/m, obtenemos:

i fle‘“"“‘”‘d 1 2—e O 08 0<r<e
[— — u = . .
2vkm ;) € 2mw’e | e (—14€/®), e<t
Departamento de Andlisis Matemaético Célculo Avanzado
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Como estamos interesados en soluciones reales tomaremos la parte real de la funcién
obtenida. Con ello obtenemos como solucion de la ecuacién 3.7:
1 2—cos(wr) —cos (w(t—€)), 0<r<e

2mw*e | —cos(or)+cos(0(t—g)), &<t

y(t)

Ahora observamos que podemos sumar las dos partes de la solucién obtenida para sim-
plificar la expresion de la solucién en el intervalo 0 < ¢ < €. Al mismo tiempo, para con-
seguir una solucién continua en ¢t = 0y ¢ = €, multiplicamos por 2 la parte de la solucién
en el intervalo 7 > € (observa que esto puede hacerse porque parat > ¢ le ecuacion 3.7 es
homogénea). Resulta asi que:

(3.8

1 1 —cos(w?), O<t<e
yg([):—2£{ (wr)

mo cos (0(t—¢)) —cos(or), €<t

Por supuesto, y¢(¢) = 0 para t < 0. Puedes comprobar que la solucién obtenida, que cla-
ramente depende de €, es continua y derivable una vez y es solucién de la ecuacién dife-
rencial 3.7 en todo punto 7 € R excepto en = 0y = € donde la derivada segunda no esta
definida.

Ahora, para € — 0 la funcién respuesta y¢(¢) tiene el limite:

(1) = limye(r) = —— 4 © r<0 3.9)
YO = e = e sen(®t), >0 '

Es perfectamente natural considerar yo como la respuesta del sistema al impulso ins-
tantdneo:

Jo(®) =lim fe(¢)

£—0

con momento lineal dado por:

j fo(t)ydr =1im | fe(t)dr =1

. ssHO_m
Naturalmente, dicho impulso instantdneo es una idealizacién. Pero también es una idea-
lizacién el concepto de punto material. Lo importante es que dicho impulso instantdneo
tiene una interpretacidn fisica claramente intuitiva. Esta idea de “funcién impulso ins-
tantdneo” ha sido usada por fisicos e ingenieros (Maxwell, Heaviside, Dirac, ..) durante
maés de 150 afios obteniendo resultados correctos a pesar de que los métodos que em-
pleaban no tenian justificacién matemaética. Al impulso instantdneo f; se le llama fun-
cién d y aqui nos aparece como un limite para € — 0 de las funciones pulso rectangular

et =1 jem (5

tema a un impulso f(¢) y en la figura 3.6 puedes ver la grafica de la respuesta del sistema
yo(t) al impulso instantaneo fy(z).

) . En la figura 3.5 puedes ver la grafica de la respuesta y¢(¢) del sis-

Asiempezo6 todo: la ecuacion del calor

En 1807 Fourier envi6 un trabajo a la Academia de Ciencias de Paris en el que trataba
el problema de la conduccién del calor. Concretamente, Fourier consideraba un alambre

Departamento de Andlisis Matemaético Célculo Avanzado
Universidad de Granada 3° Ingenieria Informatica



Leccién3. Transformadas de Fourier y de Laplace 23

UL )L
VTV

Figura 3.5: Respuesta y¢(s) a un impulso .
folo). Figura 3.6: Respuesta-impulso yo(r) del sis-

tema al impulso instantdneo fy(z).

delgado con una distribucién inicial de temperatura dada por una funcién f(x) (se supo-
ne que la temperatura en cada seccion transversal del alambre es constante) y se trataba
de calcular la funcién u(x,¢) que proporciona la temperatura en el punto x del alambre en
el instante ¢. La solucién propuesta por Fourier implicaba la posibilidad de representar
cualquier funcién como la suma de una serie trigonométrica y sus métodos fueron seve-
ramente criticados por su falta de rigor. Esto fue un estimulo para Fourier que siguié sus
estudios publicando en 1822 su obra “Théorie Analytique de la chaleur” en la que hace un
amplio uso de tales representaciones.

Bajo condiciones fisicas adecuadas, Fourier, probé que la funcién u(x,#) debe satisfa-
cer la siguiente ecuacion en derivadas parciales:

du(x,t) lazu(x,t)
o 2 ox?

(3.10)

El valor de la constante 1/2 se ha elegido asi para facilitar los calculos. Supondremos
que el alambre tiene longitud infinita. Nuestro dato de partida es la distribucién inicial
de temperatura dada por u(x,0) = f(x) parax€R.

El sistema que estamos estudiando admite como sefial de entrada f(x) y susalida es la
funcién u(x,t). Observa que se trata de un sistema LTI. La idea para obtener la solucién de
la ecuacidn del calor es tomar transformadas de Fourier en ambos lados con respecto a la

?u(x,t)
2

para indicar la derivada parcial de la funcién « dos veces respecto de la primera variable.
Esta notacidn tiene la ventaja de que permite nombrar las variables como queramos sin
que ello conduzca a error. La transformada de Fourier de la funcién x — (1/2)Dy ju(x,t)
viene dada, en virtud del teorema de derivacién, por:

variable x. La notacién usual puede ser confusa y emplearemos la notacién D ju

—

17 . 1 _ ~
EDl_,lu(s,t) = §7£D1’1u(x,t)672"”x dx = Q(Znis)zu(s,t) = —2ns%u(s,t)

En el lado izquierdo, ademds de tomar transformada de Fourier respecto de x, permu-
tamos la derivacion con la integral (usamos la notacién D,u(x,t) para indicar derivacién
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parcial una vez respecto de la segunda variable):

oo

Dou(s,t) = j Dau(x,t)e 2™ dx = D, ( f u(x,t)ezm”‘dx> = D»ii(s,1)

—00

Por tanto, al tomar transformadas de Fourier en ambos lados de la ecuacién 3.10 con
respecto a la variable x obtenemos:

ou(s,t)
ot

Para s fijo, esta es una ecuacion diferencial ordinaria respecto a la variable 1 y podemos
resolverla faicilmente para obtener:

= —2m%s%u(s,t)

i(s,t) = i(s,0) e 27

La condici6n inicial u(s,0) viene dada por:
Q(5,0) = [ u(x,0)e 2 dx = [ flx)e " dr = 7(5)

Por tanto:
o~ 22
i(s,t) = f(s)e 2™t

.2 222 . . .
La funcién e 2"+ recuerda la transformada de Fourier de una gausiana; de hecho, ajus-
tando los pardmetros segtin la propiedad de cambio de escala, es facil deducir que dicha
funcion es la transformada de Fourier con respecto a la variable x de la funcién

1
h(x,t) _ ﬁefﬂ/m

o~

Tenemos por tanto que ii(s,t) = f (s)h(s,?) es el producto de dos transformadas de Fourier
(respecto de la variable x) y, por el teorema de convolucién, deducimos que:

u(x,t) = (f*h)(x,tr) = (convolucién en la primera variable)
1

—(e—y)? /2t
—c d
f f) Tot y
La solucién encontrada nos dice que la temperatura del alambre en el punto x y en el
tiempo ¢ > 0 es un promedio suavizado de la temperatura inicial f(x) = u(x,0). Eso es lo
que significa la convolucién con una gausiana.

La funcién

1
h(x,t) _ \/T? e—x2/2t

es la funcién de Green de la ecuacion del calor para un alambre infinito. Las gréficas de
h(x,t) como funcién de x para valores der=1,0.5,0.3,0.1,0.05,0.03,0.01 puedes verlas
en la figura 3.7.

Observa coémo las curvas se van concentrando en x = 0. No obstante lo hacen de for-
ma que el drea bajo cada curva es constante igual a 1 (no olvides que son funciones de
densidad de la distribucién normal). Por tanto, estas funciones podemos verlas, cuando
t — 0, como una aproximacion de la “funcién” 6.
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-2 -1 1 2

Figura 3.7: Gausianas aproximando a &

3.4. Funciones generalizadas

La “funcién” & o impulso unidad nos ha aparecido varias veces en estas notas. Las
dos ultimas como limite de funciones pulso rectangular o de gausianas. En ambos casos
dicha “funcién” parece cumplir las siguientes condiciones:

0 r#0
8 =
(1) { - 0
y, ademads:
[ 8(ydr =1

Es claro que no hay una funcién que verifique estas condiciones y sin embargo si acep-
tamos estas propiedades y operamos con ellas sin preocuparnos del rigor podemos cal-
cular, por ejemplo, la integral

f F()8(r)dt

—o0

donde suponemos que f es derivable. Para ello integramos por partes poniendo

[ 0, x<0
u(x)zjsa)dt:{ L e

—o0
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Figura 3.8: Representacion del impulso unidad en el origen.

Conlo que:

[ s = W@ fe)m~ [ ul)f'()dr = f(e=) ~ [ £(e)de =

oo Zeo 0

= fleo) = () +£(0) = £(0)

Como este resultado tiene perfecto sentido sin necesidad de que f sea derivable podemos
definir:

para toda funcién continua f. Continuando este orden de ideas podemos probar con un
“cambio de variable” que

=

[ 103 —a) = f(a)
E incluso antes hemos “probado” que la derivada de la funcién escalén unidad es la fun-
ci6on 8.
Asi podriamos seguir desarrollando un formalismo que en la préctica conducia a re-
sultados correctos pero que en si mismo era incomprensible.

Hay, ademads, otras razones importantes para realizar el estudio que vamos a comen-

zar. Comentemos algunas de ellas. Recuerda que una de las primeras transformadas de

Sen(—m). Dicha funcién

Fourier que hemos calculado ha sido la de la funcién senc(r) =
la obtuvimos como la transformada de la funcién pulso rectangular, FTI(s) = senc(s) ¥,
usando la propiedad de inversién de la transformada de Fourier y la paridad de I, de-
dujimos que Fsenc(s) = I1(s). Recuerda también que la condicién suficiente bésica para

que la transformada de Fourier de una funcion f esté definida es que f < L' (R), es decir,

f |£(#)| dt < . Pues, bien, la funcion senc no estéd en L' (R), es decir, f |senc(t)| df = . Te

digo esto para que seas consciente de que los cdlculos que hemos hecho se han basado
con frecuencia en el teorema de inversion de Fourier sin molestarnos en comprobar si en
cada caso se satisfacian las hip6tesis de dicho teorema.

En el caso de la funcién senc el arreglo es f4cil pues su transformada de Fourier tiene
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sentido como integral impropia de Riemann, es decir, se verifica que:

b
t
lim sen(7tt)
a— —oo Tﬂt
b—oo a

e 2 d4r = TI(s) (3.11)

La diferencia respecto a la integral de Lebesgue, que es la que se usa en toda la teoria de
andlisis armonico, es que la integral de Lebesgue de una funcién real f se define en la
forma

ff(r)dt - jf+(t)dt - ff—(t)dt
donde f*(¢) = max{f(¢),0} es la parte positiva de f y f (1) = max{—f(¢),0} es la parte
negativa de f. Para que f sea Lebesgue integrable debe ocurrir que:

oo

ff+(t)dt<oo jf*(t)dt<oo
y esto no ocurre para la funcién senc para la cual las dos integrales anteriores son infinitas.
Sin embargo, si existe el limite 3.11 porque en él cancelan las partes positivas y negativas
de la funcién de manera que su diferencia resulta ser convergente.

No es comodo que la transformada de Fourier dependa de estas sutilezas y es desea-
ble una teoria més robusta para trabajar con ella. Pero es que hay otros aspectos en la
transformada de Fourier que no tienen tan ficil arreglo. Sabemos que la transformada de
Fourier de una sefal es la representacion de dicha sefial en el dominio de la frecuencia;
las sefiales mds elementales son las sinusoides. Pues bien, la sefial sen(2 ni¢) no tiene trans-
formada de Fourier. No hay ninguna teoria de la integral que pueda dotar de significado
coherente a la integral:

f sen(2mt)e 2™ dr

Es decir, las sefiales sinusoidales Ino tienen espectro!

Ha habido otro momento en estas notas, al obtener la funcién respuesta impulso del
filtro de paso-alto, en el que “calculamos” la transformada inversa de Fourier de la fun-
cién constante 1:

j eznixt ds
;Necesito decirte que esa integral carece por completo de significado?

En otro momento, para obtener la respuesta impulso de un filtro anal6gico, hemos ne-
cesitado suponer que existe una funcién unidad para la convolucién !cuya transformada
de Fourier deberia ser la funcién constante igual a 1! Es momento de poner un poco de
orden en todo esto.

Funciones rapidamente decrecientes

Representaremos por S el conjunto de las funciones ¢ : R — C que verifican las condi-
ciones:
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= Tienen derivadas de todos 6rdenes.

lim X" (x) = lim x"¢" (x) =0 n,m=0,1,2,... (3.12)

x—s—o0 x—+oo

Es decir, cualquier potencia de x multiplicada por cualquier derivada de ¢ tiene li-
mite cero en =eo.

Las funciones de S se llaman funciones rdpidamente decrecientes o funciones de Sch-
wartz®.

No es dificil dar ejemplos de funciones de Schwarz. Por ejemplo, la funcién e~ esuna
funcién de Schwartz. También es inmediato que el producto de una funcién polinémica
por una funcién de Schwartz es también una funcién de Schwartz. Lo importante de esta
clase de funciones es que son muy suaves (son de clase C*) y tienen “colas” que decrecen
muy rdpidamente. Son funciones excepcionalmente buenas tanto desde el punto de vis-
ta de la derivacién como de la integracién. Por ejemplo, la condicién 3.12 implica que las
funciones de Schwarz y todas sus derivadas son integrables y, por tanto, sus transforma-
das de Fourier estdn definidas.

A continuacién resumimos algunas propiedades importantes de la clase S. Algunas
son inmediatas y, lo que es fundamental, todas ellas pueden probarse facilmente con
técnicas bésicas del célculo sin necesidad de recurrir a la teoria de la integracién de Le-
besgue.

Propiedades de la clase S

= S es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y producto por esca-
lares.

= La transformada de Fourier de una funcién de S también es una funcién de S.

= El teorema de inversion de Fourier es vélido para funciones de S.
Consideremos una funcién f tal que para toda funcién ¢ € S tenga sentido la integral

[ r)o()ar

—oo0

Eso no es pedirle mucho a f. Cualquier funciéon f € L' (R) o f € L?(R) satisface esta con-
dicién. Con mayor generalidad, es suficiente suponer que f es una funcién integrable
en todo intervalo acotado; condicion que supondremos implicitamente en todo lo que si-
gue. En tal caso, podemos definir una aplicacion, que notaremos 7y de S en C que a cada

3L. Schwartz (1915-2002) matemaético francés creador en 1948 de la Teoria de Distribuciones por la que sele
concedi6 en 1950 la medalla Fields (considerada como el premio Nobel de Matemaéticas). La Teoria de Distribu-
ciones introduce un concepto muy general de funcién y permite extender los procesos del Cdlculo Diferencial e
Integral a esta nueva clase de funciones lo que permite una nueva interpretacion de las ecuaciones diferenciales
e integrales del Andlisis Matematico asi como de sus soluciones.
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funcién ¢ € S hace corresponder el niimero dado por la integral anterior:
T:5—C  Tile) = [ f)o(r)d

Una primera observacion importante es que el conocimiento de 7y permite recuperar f
en todo punto donde f sea continua. Es decir, si olvidamos la funcién f pero sabemos
calcular para cada ¢ € S el valor de Ty, entonces podemos obtener el valor de f en sus
puntos de continuidad. Para ello consideremos la funcién:

) ex X;‘i , x€—1,1]
(P(x)_{o,p( 1) x¢l—1,1]

y definamos para todoneNyxeR:

_ o(nx)
J o o(nx) dx

Tenemos que @, €S y facilmente se comprueba que si a es un punto de continuidad de f
se verifica que:

Pn(x)

oo

lim [ £(@)0n(x— a)dx = f(a)

La aplicacion Ty tiene ademads otra propiedad: es lineal.

Tr(Mp+py) =AT¢ (@) +uTr(y) (A u€eC,Q,yES)

Podemos considerar que 7y es una extensién de la funcién f'y esa es la clave que conduce
a la siguiente definicion.

Definicién 3.7. Una funcién generalizada o una distribucién temperada T es una aplica-

cioén lineal continua de S en C.

Con més detalle: Una funcién generalizada es una aplicacién 7 : S — C que es lineal:

Tr(Ap+uy) = ATr (@) +uTr(y)  (AueC,,yeES)

y es continua en el sentido de que si {@,} es una sucesién de funciones de Schwartz con
la propiedad de que {¢,} — @ €S entonces T¢(¢,) — T7(@).

La continuidad es la parte dificil en esta definicién. Decir que {9,} — ¢ en S quiere
. . . (k) .
decir que la sucesioén {¢, } y todas sus derivadas {¢,;’ } convergen uniformemente en todo
intervalo acotado. Te gustard saber que no tendremos que preocuparnos por esto en lo
que sigue.

Las distribuciones que hemos definido se llaman “temperadas” porque hay otros tipos
de distribuciones pero, en lo que sigue, las llamaremos, simplemente, “distribuciones” o
“funciones generalizadas”.

Una notacién comoda para trabajar con distribuciones es la siguiente:

T(9)=(T,0)
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que usaremos con frecuencia en lo que sigue.

Representaremos por 7y la distribucion definida por una funcion f:
(17.9) = [ fe(x)dx  (peS)

Es usual identificar 7y con f pues ambas se determinan mutuamente. Pero hay otras dis-
tribuciones que no estdn definidas de esta forma. Un ejemplo importante es el siguiente.

La distribucion 6

La aplicacién §: S — C definida por

5(¢) = (3,9) =(0)  (€9)
es una distribucién temperada. La linealidad es clara pues:
(8,0+¥) = (9+v)(0) = ¢(0) +y(0) = (3,9) +(3,¥)
(8,40) = (A9)(0) = A(0) = 1(3, )

La continuidad también, pues si {9, } — ¢ entonces, en particular, {¢,(0)} — ¢(0), por lo
que

(8,0n) = u(0) — ©(0) = (3,0)
Es f4cil probar que no hay ninguna funcioén f cuya distribucion asociada T sea la distri-
bucién §. De esta forma, § aparece como la distribuciéon temperada mas sencilla que no
procede de una funcién.

Con mas generalidad. Dado a €R se define la distribucién §, por la igualdad:

(80, 9) =0(a)  (9€Y)

Otras aproximaciones de d que se han sugerido anteriormente pueden obtenerse co-
mo sigue.

Definicién 3.8. Una sucesion {7} de distribuciones se dice que converge (débilmente) a
una distribucién T si para toda ¢ €S se verifica que

<Tn,(P> - <T’ (P>

Es frecuente introducir la funcién 6 como un limite de funciones rectdngulo o de gau-
sianas; nosotros mismos hemos considerado antes estas aproximaciones. El hecho de
que la funcién & pueda interpretarse de maneras en apariencia tan diferentes queda ex-
plicado en la siguiente construccién.

Sea f cualquier funcién que verifique

jf(t)dt =1
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y definamos para cada p > 0la funcién

fr(x) = pf(px)
Entonces se verifica que Ty, — 8.

La demostracion es instructiva y sencilla. Hay que probar que para toda ¢ €S es

p@;inmwnw:wm=®w>

Tenemos que

o

[ Hewd = fﬁﬁﬂﬂﬂ*ﬂ®+¢®»w

—oo

=)

= jn 9(0))dr +0(0) [ £(r)dr

—oo

= jfp ))dt"‘(P()

= jf ¢(1/p) — 9(0)) dr +¢(0)

Sea e > 0. Como la integral

oo

[ £0)(0t/p) — 9(0))

es finita, podemos tomar un niimero a > 0 tal que

oo

[ 1) (0t/p) ~0(0)) dr | <€

a

<€

jf 0(t/p) — 9(0)) dr

Pongamos

a

M= [ |f()] dr

—a
Por la continuidad de ¢ en x = 0 podemos tomar p suficientemente grande de modo que
para p > po se tenga |¢(x/p) — ¢(0)| < €¢/m. Con ello resulta que

a

[ 1) (0(t/p) — 0(0))

a

a

< [1r(9(t/p) — 0(0)| dr <&

a

Combinando las tres acotaciones anteriores se deduce que:

oo

[ 1) (t/p) — 0(0)) s

—o0

< 3e

Como queriamos probar.
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Derivacion de distribuciones

Consideremos una funcion f derivable cuya derivada f’ define una distribucién. Dada
@ €S, integrando por partes (con la hipétesis de que f(x)@(x) — 0 cuando x — 4o que no
es mucho pedir) se obtiene facilmente:

oo oo

(Tp,0) = | F'@o()dr == [ f(x)o'(x)dr = —(T}.¢")

—o0 —o0

Lo interesante de esta igualdad es que en la tltima integral no figura la derivada de f'y
tiene perfecto sentido sin necesidad de que f sea derivable.

Definicién 3.9. Dada una distribucién T, su derivada es la distribuciéon 7’ definida por
(T',9)=—(T.¢")  (p€3)
El hecho de que, efectivamente, la definicion dada de 7’ define una distribucién, es

consecuencia del tipo de convergencia que se considera en S que involucra no solamente
a las funciones sino también a sus derivadas como ya comentamos anteriormente.

Observa que con la definicién dada, si f es una funcién derivable se verifica que
Tf’ = T/, lo que permite identificar la derivada usual f’ de una funcién derivable f con
su derivada generalizada 7.

Naturalmente, la definicién de derivada de una distribucién se puede aplicara 7' para
obtener la derivada segunda 7" y derivadas sucesivas. Resulta asi que, con la definicién
dada, las distribuciones son indefinidamente derivables.

A partir de ahora, cuando no haya lugar a confusién, identificaremos la distribucién
Ty con la funcion f y escribiremos (f, ) en lugar de (77, ¢).

Derivada de la funcién escal6n unidad

La funcién escalén unidad llamada también funcion de Heaviside, es la funcién dada

por:
<
H(x) = 0, x<0
I, x>0

Dicha funcién determina una distribucién que viene dada por
(1.0 = [ HE)p()dx = [ o)
La distribucién derivada H’ viene dada por:
(H',9) = j H(x)' (x)dx = — j ¢'(x (lim_o(x) = ¢(0)) = 9(0)

Hemos obtenido que paratoda ¢ €S es

(H',9) = 0(0) = (8,¢)
Por tanto, H' = 6.
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Derivada de la funcién rampa

La funcién rampa es la funcién dada por:

u(x):{ 0, x<0

x, x>0

Dicha funcién determina una distribucién que viene dada por
(1.9) = [ u(x)p(x)dx = [ xo(x)dx
—eo 0
La distribucién derivada «’ viene dada por:

(0 = — [ e’ dx = — [xg/()ax = ([w(x)]i:: —fcpoc)dx) ~ [owar

0

Hemos obtenido que paratoda €S es

=

(', 9) = [ o(x)dx = (H,¢)
0

Por tanto, u’ = H.

La derivada generalizada de una funcién discontinua

Consideremos una funcién continua en R excepto en dos puntos a < b donde tiene dis-
continuidades de salto y que tiene derivada continua en los intervalos | — e, a], Ja,b[ y
]b,+eo[. Vamos a calcular la derivada generalizada de f vista como distribucién, es decir,
identificando f con la distribucién 7y. Tenemos que:

oo

) a b
(T/,0) == [f0)@'(¥)dx = — [ F)9'(x)dx — [ F(x)@'(x)dx — [ f(x)’ (x)dx

/a\ AN

Integrando por partes en cada uno de los intervalos, notando f(a+), f(b+) los limites
laterales por la derechay f(a—), f(b—) los limites laterales por la izquierda de f ena y en
b,y obtenemos

N

a

(T/,9) = —fla—)9(a)+ f f' X)) dx — f(b—)o(b) + f(a+)¢p(a)
b -
+ [ F/(0)0() dx + f(b+)e(b) + [ f/(x)o(x) dr
a b
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Que podemos escribir en la forma

(T7,0) = Ao(a) +u(b) + Ty, 9)
donde

A= flat) = fla—)
po= flbt+)=f(b-)

Hemos obtenido que la derivada generalizada de f viene dada por
Tf =Ty + A8 +udy

que suele escribirse como
Tf/ :f/"’_;\'sa +H8h

Observa que en este caso la derivada generalizada, 7/, de £, no coincide con la distribu-
cion Ty definida por la derivada de f. Las discontinuidades de f en los puntos a y b hacen
intervenir las funciones 3, y 8, multiplicadas por los saltos A y u de f en dichos puntos.

El resultado anterior se generaliza ficilmente para cualquier nimero finito de discon-
tinuidades de salto. Incluso puede generalizarse para funciones con infinitas discontinui-
dades de salto. Vamos a verlo.

Sea f una funcién con discontinuidades de salto en los puntos {x; : k€Z}, donde su-
ponemos que x; < xp1. Sea
A = lim f(1) = lim f(1)
*})Ck

t—Xp
1>Xxp 1 <Xxp

el salto de f en x;, y supongamos que la sucesion {1} estd acotada (pueden hacerse hip6-
N

tesis bastante mds generales). Entonces, para toda ¢ € S se verifica que la serie Z o(Ag)
n=—N

es convergente (de hecho es absolutamente convergente) y la sucesion de distribuciones
N (=]

E MOy, converge a una distribucion que notamos, claro est4, E MOy, definida para
k=—N n—=—oo

toda @S por
< Z kkﬁxk,(P> = Z (p(;\‘k)

n=-—oo n—=-—oo

En estas condiciones, suponiendo que f es derivable en R exceptuando los puntos xi, se
verifica que

T/=f'+> Mdy, (3.13)

n=—oco

La distribucion “valor principal”

La funcién f(x) = 1/x no define una distribucién pues si ¢ €S la integral
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puede no existir. Dado que la funcién f(x) = 1/x aparece con frecuencia en la practica
(piensa en la descomposicidn en fracciones simples de las funciones racionales) es im-
portante darle entrada de alguna forma en el mundo de las distribuciones. Ello puede
hacerse observando que la funcién g(x) = log |x| si define una distribucién pues para toda
¢S laintegral

J10g]x|p(x)dx

estd definida. Como la derivada de g es f, definimos la distribucién “valor principal”, que

1 . . ‘s
representamos por vp (—> , como la derivada generalizada de la funcién g(x) = log|x|. Por
X

tanto -
1
(w (1) 0) = (0) =~ (0.0 =~ [roehlo'(yax
Como N
[1og]x| g’ (x)dx = lim J;
£—
donde

e o
Je =~ | og|x|’(x)dx — [ log|x| ¢ (x) dx
e <
Integrando por partes se obtiene facilmente que

Je = (p(e) —o(—¢)) loge + f @dx

|x|>¢

Por el teorema del valor medio
0(e) —(—¢) =2e9(ce) el <€
lo que implica que 11’n(1) (9(e) — 9(—¢)) loge = 0y, por tanto, obtenemos
£—
1 L o) [ 0x) —9(—x)
<VP (}) "P> —éE%I[ e —i‘i%sfix dr
X[ =€

Teorema 3.10. Dos distribuciones que tienen igual derivada se diferencian en una cons-
tante.

Es suficiente probar que si T es una distribucién con derivada nula entonces hay un

ntmero A tal que T = A, es decir, (T,9) = A f(p(x) dx paratoda ¢€S.

Por hipétesis se verifica que (T, ¢) = — (T,9’) =0, esto es, (T,¢') = 0 para toda ¢ €.
Esto nos lleva a considerar el conjunto So = {9’ : 9 S}. Probemos que

So={¢':9eS} = {\ues: f\pzo}
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Si peS entonces también ¢’ €Sy [~ ¢’ = 0. Reciprocamente, siyeSy [~ y = 0 definiendo

o) = [ w)d

se tiene que la funcién ¢ pertenece a Sy ¢’(x) = y(x), luego y € Sy.

Sea ® una funcion fija en S tal que |~ w(x)dx = 1. Dado un elemento arbitrario ¢ de S,
definamos y, = ¢ — 1(¢)®, donde I(9) = [~ ¢. Entonces

9=Vo+I(9)0

Y Yo € Sp. Poniendo A = (T, w), deducimos que

(T,0) = 1(9) (T,0) = M(¢) = [29(x)dx = (1, 9)
lo que prueba que la distribucién T es la distribucién constante A.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de las definiciones dadas y del tipo
de convergencia que se considera en S.

Teorema 3.11. La derivacion de distribuciones es una operacién continua. Es decir si una
sucesion de distribuciones T, converge a una distribucién T entonces se verifica que T, con-
vergeaT’.

Transformada de Fourier de una distribucién

Dada v €S sabemos que su transformada de Fourier, Fy también estd en S y, por tanto,
define una distribucién por la igualdad:

oo

(Tv,0) = [ Fy)o(x)dr

—oo

Podemos escribir esta integral como sigue:

(T.9) f(fw@w2”@@)¢umx=i£y@wwn2””«xw

oo

f( wwehmw>wwa=Jhmwww@=0wm>

—o0 —o0

Hemos obtenido que para toda ¢ €S se verifica que
(Fv,0) = (v, 59)
Esto nos da la pista para definir la transformada de Fourier de una distribucion.

Definiciéon 3.12. La transformada de Fourier de una distribucion 7 es la distribucién 7
o T definida para toda funcién ¢ € S por la igualdad

(OT,9) =(T,F09)
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La misma estrategia sirve para definir la transformada inversa de Fourier. La transforma-
da inversa de Fourier de una distribucién T es la distribucién ¥ ~!T o 7' definida para toda
funcién ¢S por la igualdad

<3:_1Ta 9) = <T79:_1(p>

Las definiciones dadas hacen que el siguiente resultado sea un simple ejercicio.

Teorema de inversion de Fourier. Para toda distribucién temperada T se verifica que:
Fl9r=T y FF =T

La demostracion es consecuencia inmediata de las definiciones dadas y de que el teorema
de inversion es vdlido para funciones de la clase S (esa es la razoén que justifica la eleccion
de dicha clase). Tenemos que:

(FUIFT), @) = (FT,F ') = (T,FF '¢) = (T, )

Como esta igualdad es valida para toda ¢ €S concluimos que ¥ ~/(FT) = T. Andlogamente
se prueba la otra igualdad.

Si f es una funcion integrable se verifica que F7; = T5,. En efecto, para toda ¢ € S
tenemos que

=

(FTr0) = (Tr.99) = [£()(Fe)(x)dx

=3

Jrw [_[o@(r)ez”f’xw] ax= [ roe a9

= Jow Uf(x)w(t)e‘“”" dx] di = [@(t)(Ff)(t)dt = (Try,0)
La permutacion de integrales estd justificada por la integrabilidad de f.

Transformada de Fourier de la distribucion 6

La transformada de Fourier de 3 viene dada por
Fo=1

Esta igualdad debe ser correctamente entendida. Lo que nos dice es que las distribucio-
nes ¥y la distribucién inducida por la funcién constante 1:

oo

(1L,9) = [ o(x)dr

—o0

son iguales. Para comprobarlo basta usar las definiciones correspondientes.

oo

(78,9) = (3,59) = F(0) = [ o(x)dx

—o0
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Laigualdad primera es la definicién de la transformada de Fourier de una distribucién, la
igualdad segunda es la definicion de la distribucién 8 y la tiltima igualdad es consecuencia
de que el valor en s = 0 de la transformada de Fourier de una funcién es la integral en R
de dicha funcién. Resulta asi que F6 = 1. En virtud del teorema de inversién deducimos
que F 11 =34.

También podemos probar que
F1=39

Pues

oo

(F1,9) = (1,5¢) = | Fo(s)ds

—o0

Pero

T 'Fo(r) = f Fo(s)e*™ ds = F1F(0) = f Fo(s)ds

—oo —o0

y, como el teorema de inversion de Fourier es vélido en S, ~!F¢(0) = ¢(0). Por tanto,
hemos obtenido que

(F1,0) = ¢(0) = (3,9)

y concluimos que F1 = 4.

La transformada de Fourier de la distribucién 6,

Dado a €R se define la distribucion 3, por la igualdad:

(80, 9) =0(a)  (9€Y)

Calculemos su transformada de Fourier.

=

<9’~6ua(p> = <6u,3t(p> = ff(p(a) = j (p(x)e—Zniax dx

—oo

La dltima igualdad, que es simplemente la definicién de la transformada de Fourier, pue-
de interpretarse como el valor de la distribucion asociada a la funcion x — e 2™ sobre la
funcioén ¢, es decir:

(F8a,0) = (727", )

Por tanto
3:5 _672m'ax
. =

Donde esta igualdad se entiende (no puede entenderse de otra forma) como una igualdad
entre distribuciones. Observa que aunque la funcién e 2% no es integrable, sin embargo
define una distribucién por el convenio usual de que a una funcién ¢ €S le asigna el valor
de la integral

[ ote 2 s
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integral que si existe por ser ¢ integrable. Por tanto, la igualdad F§, = e 2™ es otra forma
de escribir la igualdad

=

(F8,,0) = [ o()e ™ dx  (pes)

—o0

También podemos comprobar que la transformada de Fourier de la distribucion e>™
es la distribucién 3,.
SreZniax =93
— %Ya

Tenemos que
<5F62max,(p> — <62niax73r(P> _ j eZniax‘rjr(p(x)dx

Pero esta ultima integral es la transformada de Fourier inversa de F¢ en a y, por tanto,
igual a @(a). Resulta asi que

(Fe @) = @(a) = (84, 9)

Luego Fe?™® = §,.

Observaciones sobre la notacién

Es frecuente escribir 8(x) por 8 y 8(x — a) por §,. Estas notaciones son cémodas y pueden
ser ttiles pero no tienen mucho sentido. Recuerda: 6 y §, no son funciones y no se evalian
en puntos; son distribuciones y se evaltian en funciones.

Asimismo es frecuente escribir

=)

[ 3o dr =(0) [ d(x—a)p(x)dr = g(a)

—oo

que es otra manera de escribir las definiciones de dichas funciones pero no son integra-
les en el sentido usual del término. Nosotros también usaremos esta notacién de vez en
cuando.

Las transformadas de Fourier del seno y del coseno

Podemos combinar los resultados anteriores para obtener las transformadas de Fourier
del seno y del coseno.

Tenemos que

?(%(Sa—ks—a)) = (e 2 4 e2M4) = cos(2mas)

N —

Que suele escribirse en la forma

?(%(S(x— a) +8(x+a))) = cos(2mas)
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Y también
1

Fcos(2mas) = 9‘% (e 2mas 4 e?mar) = 5(6“ +8_4) = %(S(X—a) +8(x+a))

La transformada de Fourier del coseno suele representarse graficamente como en la figu-
ra3.9.

0.5

-a 0 a
Figura 3.9: Representacién de la transformada de Fourier del coseno.

Anélogamente, para la funcién seno tenemos que

T (5—8.) =

5 2.(62nias_e—2mas)
1 1

= sen(2mas)

Fsen(2max) = 5:(1 (ezmaxfe—hiax)) 1

Zl - 2_1-(5076*(1)

La transformada de Fourier del seno suele representarse graficamente como en la fi-
gura 3.10.

—-a

Figura 3.10: Representacion de la transformada de Fourier del seno.

Operaciones elementales con distribuciones

Las operaciones elementales con sefales que consisten en trasladar la variable o en
multiplicarla por un nimero no nulo:

(0af)(x) = flax),  (waf)(x) = f(x—a)
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pueden definirse también para distribuciones siguiendo el procedimiento, que ya debe
empezar a sonar familiar, que consiste en expresar primero dichas operaciones en térmi-
nos de la distribucion definida por una funcién para después generalizar al caso de una
distribucién cualquiera. Sea, pues, f una funciény @ €S:

oo

(Fup®) = [rafioar= jfx D0 = [0l +ayd

jf T dv = (T7,7-09)

En general, si T es una funcién generalizada definimos t,7 como la distribucién dada
por:

(taT, @) = (T,T-a9) (pes)
Con esta definicion se tiene que 1,7y = Tr .

Se dice que T es periddica con periodoa #0sit,7 =T.

Andlogamente, como:

<T0afv(P> = fcaf(x)(p(x)dx jf x)dx = jf |L (t/a)d

1
= ff Gl/a(P x)dx <Tf,m01/a(P>
Definimos para toda funcién generalizada T':

<GuT7(p> = <T7%|61/a(p> ((PGS)

Con esta definicion se tiene que 6,7y = Ty, ¢-

Con las definiciones dadas es inmediato comprobar que §, =1, y 6,6 = |71| 4. Igualda-
des que suelen escribirse en la forma §,(x) = §(x—a), 8(ax) = ﬁ d(x).

Distribuciones pares e impares. Propiedades de simetria de la transformada de Fourier

Una funcién f es par cuando f(—x) = f(x) y es impar cuando f(—x) = —f(x) para todo
x €R. Podemos escribir estas igualdades en la forma o_;f = f y 6_1f = —f respectiva-
mente. Diremos que una distribucién T es par cuando 6_;7 = T y diremos que es impar
cuandoo_;T = —T.

Es comodo usar la notaciéon6_, f = f~ yo6_17 =T~ y asi lo haremos en adelante. Por
tanto:

Tespar < (T,¢)=(T,¢") (peS)
T esimpar < (T,¢)=—(T,¢") (p€ES)
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Por ejemplo, la distribucién § es par pues:

(8.0) =9(0) =(-0) = (3.¢")
Igualmente se comprueba facilmente que 3, + 6_, es par y 8, — 6_, es impar. No es de
extranar que podamos recuperar para distribuciones las propiedades de simetria de la
transformada de Fourier. Recordemos las siguientes propiedades vélidas, por supuesto,
paratoda ¢€S:
a) Jo(s) = F'o(—s) que podemos escribir F¢ = (F~lp)~.

b) FFo(s) = o(—s) que podemos escribir F F¢ = ¢~. De donde se sigue que F~!(¢~) = Fo
o,lo que esigual, T ~'¢ = F(9).

c) Si g es par entonces F¢ = F o y F¢ es una funcion par.
d) Si @ esimpar entonces F¢ = —F ~l¢ y F¢ es una funcién impar.

Pues bien, es un ejercicio sencillo probar que estas propiedades permanecen vélidas para
distribuciones. Si T’ es una distribucién se verifica:

a) IT=(F7'7)".
b) FFT=T".
¢’) SiT esparentonces T = F~!T y FT es una funcion generalizada par.

d’) SiT esimpar entonces FT = —F ~'T y IT es una funcion generalizada impar.

Comprobemos la primera igualdad de la que pueden deducirse las otras. Sea g €S.

((5T)".9) = <3"T ¢)
= (1.5(97)
= (T, faf (p) (por el apartado b) anterior)
= (FT9)

(por definicion de transformada de Fourier de T)

(por definicién de transformada de Fourier inversa de T')

Deducimos que (FT)~ = F~!T o, 1o que es igual, FT = (F~!T)".
Usemos estos resultados para obtener de nuevo que F1 = 3. Tenemos

F1=F 1) =6 =35

Al empezar este apartado comentamos que la funcién senc no es integrable en el sen-
tido de Lebesgue y que su transformada de Fourier debe interpretarse como una integral
impropia de Riemann. Aunque la funcién senc no es integrable, es continua y, por tanto,
define una distribucién Tg,.. Vamos a calcular F7T;,,.. Usaremos que FII = senc igualdad
perfectamente licita pues la funcién I es, evidentemente, integrable. En consecuencia se
verifica que FT; = Ty11 = Teenc- Para toda @ € S tenemos:

<3:Tsencv(p> - <T€encag'(p> - <T5H33~(p> = <9:TH73:(p> = <TH73:3:(p> = <TH,(P_> = <THa(p>
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Donde, en la ultima igualdad hemos tenido en cuenta la paridad de IT. Hemos proba-
do que
ngscnc =Tn

igualdad que suele escribirse Fsenc = I1.

Las propiedades de traslacién en el tiempo y cambio de escala de la transformada de
Fourier vélidas para funciones permanecen igualmente validas para distribuciones y su
comprobacion se deja como ejercicio.

Traslacién en el tiempo. Dado un ntimero a € R y una distribucién T, se verifica que:
F(tT) =" FT
Cambio de escala o dilatacién. Dado un niimero « € R* y una distribucién 7, se verifica

que:

1
?(GaT) = mcl/d?T

Producto de una funcién por una distribucién

No pienses que con las distribuciones podemos hacer cualquier cosa; por ejemplo no es
posible definir el producto de dos distribuciones cualesquiera de forma que respete el
producto usual de funciones. Si fuera posible definir el producto de dos distribuciones de
la forma indicada, entonces deberia verificarse que

TyTy = Tyg

Pero esto no tiene por qué ser cierto ya que puede ocurrir que f y g sean localmente
integrables pero su producto no lo sea (por ejemplo f(x) = g(x) = |x|_1/ 2.

No hay problema en definir el producto de una distribucién por una funcién g que
verifique la condicién de que g€ S para toda ¢ €S (por ejemplo, las funciones polinémi-
cas). En tal caso se define el producto g T de g por una distribucién 7T como la distribucién
dada por

(eT,0) =(T,g@)  (Q€S)

Con esta definicion es inmediato comprobar que si 7y es la distribucion definida por una
funcion, se verifica que g7y = T;.

A las propiedades de la transformada de Fourier de distribuciones podemos afiadir
ahora la propiedad de modulacién cuya comprobacién queda como ejercicio.

Propiedad de modulacién. Dado a €R, y una distribucion T, se verifica que:

F(e?™MT) =1, IT

Es facil comprobar que g3, = g(a)d, pues paratoda ¢S es

(¢84;9) = (84,89) = g(a)9(a) = (8(a)8a, @)
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Esta igualdad suele escribirse
g(x)d(x—a) =g(a)d(x—a) (3.14)
Deducimos que si g es una funcién que se anula en 0 se tiene que gd = 0, en particular

x0=0.

La propiedad x8 = 0 caracteriza a  en el sentido de que si T es una distribucion y se
verifica que xT = 0 entonces hay un niimero c tal que T = cd. Este resultado (cuya demos-
tracion es elemental) lo usaremos a continuacion.

1
Es facil, por otra parte, comprobar la igualdad x - vp (;) = 1 pues para toda ¢ €S se
tiene que

=

(0 (2) ) (o(2) )y s o=

|x|>€ —o

Deducimos que si T es una distribucién y se verifica que xT' = 1 entonces

x(T—vp(%»:ozm_vp(%):cs (3.15)

Teorema de derivacion para la transformada de Fourier

Una de las propiedades mads interesantes de la transformada de Fourier es que con-
vierte la operacién de derivaciéon en un producto; lo que hace que la transformada de
Fourier sea una herramienta extraordinariamente ttil en el estudio de las ecuaciones di-
ferenciales.

Recordemos que el teorema de derivacion para la transformada de Fourier de funcio-
nes dice que

I (s) =2misTf(s)  F(=2imef(1))(s) = (Ff)'(5)
dicho resultado no es véalido en general pero si lo es, por supuesto, para cualquier funcién
de la clase de Schwartz.

Queremos generalizar este resultado para distribuciones:
HT') =2misFT F(—2misT) = (FT)' (3.16)
Probaremos la primera de estas igualdades. Basta observar que para toda ¢ € S se verifica

(F(T'),0) =(T",F¢) = —(T,(FT)") = — (T, F(2ins9)) = — (FT, -2ins Q) = (2nisFT,p)

Transformada de Fourier de la funcién escal6n unidad, de la funcién “signo” y de la
distribucién “valor principal”
La funcién “signo” estd definida por
I, x>0
sgnx =
-1, x<0

Departamento de Andlisis Matemaético Célculo Avanzado
Universidad de Granada 3° Ingenieria Informatica




Leccién3. Transformadas de Fourier y de Laplace 45

Su derivada generalizada es sgn’ = 23 por lo que Fsgn’ =2 y como Fsgn’ = 2mixFsgn, de-
ducimos que mixFsgn = 1y, por 3.15, se sigue que hay un niimero c tal que

1 1
Fsgn = P (;) +cd

Como la funcién sgn es impar su transformada de Fourier también es impar y también es
impar la distribucién valor principal. Como § es par, la igualdad anterior exige que ¢ = 0.

Hemos obtenido asi que:
Feon— v (L
=P

En el contexto de la teoria de distribuciones la distribucién valor principal suele escribirse

siguiendo este convenio escribimos

1
Fsgn=—
Sen X
A partir de aqui deducimos la transformada de Fourier de 1/x. Como se trata de distribu-

ciones impares resulta
1
F (—) = —misgn
X

Ahora, teniendo en cuenta que la funcién escalén unidad H(r) = 1/2(1 +sgnt), deducimos

que
gH- L (8+ i,)
2 X

La funcién generalizada “tren de impulsos”

Supongamos que ¢ €S y sea a > 0. Es facil comprobar que la serie Z(p(an) es absoluta-
n>1
mente convergente. En efecto, como x?@(x) tiene limite 0 cuando x — 4o, se sigue que

existe M > 0 tal que |x*@(x)| < M para todo x > 0. Por tanto

|n2a?¢(na)| < M = |@(na)| < ﬂz
a

1
nZ
y, por el criterio de comparacion, se sigue que la serie Z ¢(an) es absolutamente conver-

n>1
gente. De la misma forma, usando que x¢(x) tiene limite 0 cuando x — —oo, se justifica

que la serie Z ¢@(—an) es absolutamente convergente. Podemos por tanto escribir:

n>1

oo N
> ofan) = lim > ¢(an)

n=—oo n=—N
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N
Sea Ty la distribucién Ty = Z d.n. Para toda @ € S tenemos que
n=—N
N N
(Tn. @) = Z (8an, @) = Z ¢(an)
n=—N n=—N
y deducimos que Ty converge débilmente, en el sentido de la definicién 3.8, a la distribu-
cion: N
ma = Z 6an
definida por

(o) = Y o(an)  (pes)

=

Cuando a = 1 la distribucién Ill; = Z 8, se representa por III, y se llama funcién tren de
n=-—oo

impulsos o funcion peine o funcién shah. La funcién generalizada I, es peridédica con
periodo a.

Suele escribirse N N
ma(x) = Z Sak(x) = Z S(X_ka)
fe=—oo f=—co
Esta funcién se emplea para representar las muestras de una senal f a intervalos igual-
mente espaciados a segundos. Esto se debe a la siguiente igualdad que resulta de multi-
plicar la sefial f por dicha funcion.

fEOMa(x) =) f(ka)d(x —ka) (3.17)
k= —o0
Es decir, el producto f(x)II,(x) conserva los valores de f en los multiplos enteros de a
y pierde cualquier otra informacién sobre f; por eso se interpreta como el resultado de
muestrear la sefial f a intervalos igualmente espaciados a segundos.

La funcién shah, como toda distribucién, tiene una transformada de Fourier que va-
mos a calcular. Para eso necesitamos un resultado clasico que establece una llamativa
igualdad.

Férmula de sumacién de Poisson. Para toda ¢ €S se verifica que

i Fo(k) = i o(k) (3.18)

k=—o0 k=—oo

De hecho, esta igualdad es valida para funciones més generales que las de la clase de
Schwartz pero para dichas funciones es muy facil de probar. Basta recordar que si o €S
(en cuyo caso también F@ < S) entonces la funcion x*(x) estd acotada en R lo que implica
que las series en 3.18 son (absolutamente) convergentes y que también converge la serie:

vt =Y o(t—k

k=—oo
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y define una funcién con derivada continua. La funcién y es periédica con periodo 1y
tiene un desarrollo en serie de Fourier

_ Z Cne2m'nt (ZGR)

n—=—oo

Tenemos que
=Y ok => «
k=—°° k:—oo

Para probar 3.18 probaremos que ¢, = F¢(n).

0 k=—co
oo 1 oo —k+1
_ Z J‘efhtint(p(t _ k) dr = [u —t_ k] _ Z f 672nin(u+k) (p(u> du
k=—o0 0 k=—co —k
o —ktl
_ Z j e—2ninte—2m'nkq)(t> dr = [e—2m’nk _ 1] _
k=—o0 —k

=)

= e g(r)dr = Fo(n)

—o0

Calculemos la transformada de Fourier de la funcién shah. Para toda ¢ € S tenemos
que

(FLe) = (I, F¢)= <Z 6k7§@> Z (8. F0)
k=—oo koo
= D Foll)= D k)= Y (5.0 <Zsk, >— ?)
k=—o0 k=—o0 k=—o0 k=—o0

Deducimos que F1II = IIll. Una notable propiedad de la funcién tren de impulsos: su
transformada de Fourier es ella misma. Recordando que F§; = e 2™ podemos obtener
una interesante igualdad.

i S, =M =FM = 5—”( i 5k> Z Fo = Z e 2miks — Z e?miks (3.19)
n=—oo k=—o0 k=—o0 k=—c0 k=—c0

o

en donde se entiende que la serie E e
k=—oo

_ < i eZniks7(P>
k=—oo
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igualdad que es bien f4cil de comprobar usando la férmula de Poisson:
2 ik s _ . 2mks _
< Z e ™ ,(p> = 1\}1_IEO Z f s)ds = 11m Z Fo(— Z Fo(—k

k=—oo ja—
= Z o(k) =

k=—oo k=—oo

o

I
A
g

Observa que, como la funcién seno es impar y la funcién coseno par, se tiene que

N o N o
Z jekas s)ds = f(p )ds +22 fcos (2mks)Q(s)ds = <1 +ZZcos 2 7ks), (p>
k=—N —oo k=100 =
Por lo que también
m= i o, = i S(x—n)1+2 i cos(2mnx) (3.20)

n=—oo n——o0 N——o0

Una relacién util entre 6,11 y IIl, viene dada por la igualdad f4cil de comprobar:

1
o, = Ty, (3.21)

. . 1 .
Usando esta igualdad y su equivalente Ill, = — o, ,Ill y recordando el comportamiento de
a
la transformada de Fourier respecto a los cambios de escala, se tiene que

1 1
T, = 13 (01l) = 0,0 = 0,1 = L1y,
a a

1
o, lo que esigual, 1T, = EH: I, ,, es decir

M= 3 8= 30 8x—an) =~ = - 3" 55,,— L 3" @ g2z

n—=—co n=—oo n=—co n=—co

Al igual que antes, podemos escribir esta igualdad solamente con cosenos

iS(x—an) —+ Z <2m> (3.23)

n=-—oo

Deducimos también facilmente que para b €R se tiene

)

ZSx b—an) + Z os<2n x— b)) (3.24)

n=—oco

Lo repetiré una vez més: todas las igualdades anteriores son igualdades entre distribucio-
nes.
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Convolucién de una funcién con una distribucién

Es facil definir la convolucién de una funcién de Schwartz con una distribucién. Sea y € S
y T una distribucion. Se define la convolucién ¢« 7 como la distribucién dada por:

(y+T,0) = (T, y *9)

Con esta definicion es ficil probar que si Ty es la distribucion definida por una funcién f
se verifica que y* Ty = Ty .

Propiedad de convolucién de 3. Para toda y<S se verifica que
yxd=y
igualdad que, naturalmente, se interpreta en el sentido de las distribuciones.

En efecto, para toda ¢ €S tenemos que:
(y#8,9) = (3, *0) = (v *0)( fw —x)9(x)dx = fw(x)cp(x) dx = (v, ¢)
La igualdad y x 8 = y suele escribirse en la forma
fﬁ(x —)V(y)dy = y(x) (3.25)

y nos referiremos a ella como propiedad de localizacion de la funcién 9.

De igual forma se obtiene que
Y8, =Ty

que suele escribirse como
Y(x)«d(x—a) =y(x—a) (3.26)
Teorema de convolucién. Paratoda ye<S y para toda distribucién T se verifica que
FyxT)=(Fy)(FT) y FyT)=FyxFT (3.27)

igualdades que, naturalmente, se interpretan en el sentido de las distribuciones. Andlogas
igualdades son validas para 3.

En efecto, para toda ¢ € S tenemos que

(FlyT),9) = (y«T,Fo)= <T,\|I_ *St(P> (usando laigualdad Ty = I|I_)
= (T,FFyxTFo)

(convolumon de transformadas de Fourier igual a transformada de Fourier del producto)

F(FW)e) = (IT,(Fw)e) = (FW)(3T),9)

lo que prueba la primera igualdad. La otra igualdad se prueba de forma anéloga.
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Convolucién con la funcién I,. Si f es una funcion para la que la convolucién con la
distribucién III, tiene sentido resulta que:

f*%f*(Zska) =Y fadu= Y flx—ka) (3.28)

k=—o0 k=—o0 k=—o0

que es la periodizaciéon de f con periodo a. Es decir, la convolucién de una funcién f con
la funcién I, lo que hace es periodizar la funcién f.

Indiquemos para terminar, que es posible definir, con algunas condiciones, la con-
volucién de dos distribuciones pero no hay una definicién de convolucién que sea vali-
da para dos distribuciones cualesquiera. Con las definiciones oportunas se prueban, por
ejemplo, las igualdades

5*526, Sa*6b28a+b

Consideraciones sobre la teoria desarrollada

Antes de llegar aqui te habrds preguntado si vale la pena el esfuerzo realizado. Indudable-
mente hemos logrado algunos de nuestros propdésitos iniciales: dar sentido a la funcién
d y coherencia a los célculos con la misma; generalizar la transformada de Fourier para
incluir sefiales sinusoidales y hemos podido introducir la funcién tren de impulsos que
se usa mucho en muestreo de sefiales. Lo cierto es que las funciones 9, sgn, funcién es-
calén unidad y funcién rampa, asi como la distribucién valor principal y la funcién 1II,,,
junto con sus transformadas de Fourier, son de uso constante en el procesamiento de se-
fales y la teoria de distribuciones nos ensefia a manejarlas con seguridad. Pero, ademads,
y esto es importante, la teoria de distribuciones permite que realicemos calculos con una
facilidad sorprendente. Con frecuencia en dichos célculos el punto de partida y el de lle-
gada son “clasicos” pero en los pasos intermedios se usan herramientas de la teoria de
distribuciones. Vamos a ver algunos ejemplos de esto que digo.

Ejemplo 1. Se trata de calcular la transformada de Fourier de la funcién f(r) = e 'l cos(2 mtar)
donde a > 0 es una constante.

La funcién f es integrable por lo que su transformada de Fourier estd bien definida y,
en principio, puede calcularse por integracion directa lo que, en este caso, es bien facil.
Pero podemos ahorrarnos todos los cdlculos si nos damos cuenta de que f es producto de
dos funciones g(t) = el y h(¢) = cos(2 mar) cuyas transformadas de Fourier son conocidas:

2

) = e

Fh(s) = %(sa 154)

El teorema de convolucién la transformada de Fourier de f es la convolucion de las trans-
formadas de Fourier de g y de A.

=

Ff(s) = J?g(u)ffh(s —u)du = % fff"g(u) (8(s—u—a)+8(s—u+a))du

—oo

1 1
_|_
1+4n2(s—a)?  1+4n%(s+a)?

= (gls—a) + Tg(s+ @) =
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Hemos obtenido la transformada de Fourier de f sin hacer ninguna integral usando el
teorema de convolucién y las propiedades de d.

Ejemplo 2. Tenemos un filtro cuya funcion de transferencia H es real y par. Se trata de
obtener la respuesta del filtro a la sefial f(¢) = cos(2mat).

La respuesta del filtro a la sefial f viene dada en el dominio del tiempo por g = f*h
donde # es la respuesta impulso del filtro. La respuesta en el dominio de la frecuencia es

Fh(s) = Ff(s)H(s). Como Ff(s) = % (8(s—a) +8(s+a)), deducimos que

h() = 5’"1(%(8(s—a)+5(s+a))H(s)>:3'”1(%(5(s—a)H(a)+5(s+a)H(—a)))

g-! (% (8(s—a)+ 5(s+a))H(a)) = cos(2mat)H (a)

Ejemplo 3. El proceso de filtrado de sefiales, del que ya hemos visto algo, estd estrecha-
mente relacionado con el proceso de truncamiento de una senal. Esta es una técnica que
consiste en multiplicar la sefial de entrada por una funcion ventana. El objetivo de este
proceso es suavizar la sefial tratando al mismo tiempo de conservar su espectro y elimi-
nando las rédpidas oscilaciones en la frecuencia. Es una técnica que se usa con frecuencia
antes de calcular la transformada de Fourier discreta de una sefial digital. Si f es la sefial
original y wla funcién ventana, la sefial resultante del truncamiento es f,, = fwy su trans-
formada de Fourier se obtiene por convolucién Jf,, = Ff « Jw. Una funcién ventana que
se utiliza mucho es la siguiente (ventana de Hamming).

_J cos?(mt), |t|<1/2
w(t){ 0, 1| > 1/2

Calculemos su transformada de Fourier.
5 11
w(t) =TI(¢) cos”(mr) =T1(¢) 5 + 3 cos(2mt)
Por tanto su transformada de Fourier es

Fun(s) = (senc* Ga(s) + % (%5@— 1+ %a(s+ 1)))) (s)

esto es 1 | 1
Fw(s) = 3 senc(s) + 1 senc(s— 1)+ 7 senc(s+ 1)
Departamento de Andlisis Matemaético Célculo Avanzado

Universidad de Granada 3° Ingenieria Informatica



Leccién3. Transformadas de Fourier y de Laplace 52

Ejemplo 4. Calcular la serie de Fourier de la funcién periddica cuya gréfica es la siguiente.

— 1A
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | IT | | TI | | |
a a
-T -7 —3 103 3 T
Se trata de la funcién
0, ~Ler<—g
— a a
f(x)— A, —3 <X?§
0, %<X€7

Y ademads f(x) = f(x+ T) para todo x€R. La funcién f tiene discontinuidades de salto en
los puntos x — § +nT con salto igual a A y en los puntos x+ § + nT con salto igual a —A.
En los demads puntos es derivable con derivada nula. La derivada generalizada de f viene
dada por

T; = AZS(X—}-——nT) AZS(x———nT)

n=-—oo n=—oo

y teniendo en cuenta la igualdad 3.24,obtenemos
24 & 2 2 4A & 2
1= e (5 (- 9) e (5 - 9)] - Do (5 (3

Pongamos

2 T 2 4A
h,(x) = sen (%nx) gn(x) = ~ 570 €O <%nx> Ay =———sen (@>

Como g, = f, se sigue que T, = T, = Ty,. Por tanto, la igualdad anterior se puede escribir
como

oo b hai !
!
1= Yot = St = (S ) = (1 )
n=1 n=1 n=1
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Por tanto, las distribuciones Ty y Ts-= , ., tienen igual derivada y, por tanto, se diferen-
cian en una constante, lo que equivale a afirmar que hay un namero A, tal que

Tf = Thg+ 3% Mg

lo que implica que en todo punto de continuidad de f es

nmwa
- 2ma % (70) (20
f(x):7b0+2};bngn(x):}MO‘FTZ;TCOS (TX>
n= n= T

Teniendo en cuenta que
T/2

2
J cos (—nﬂx> dx =0
T

T/2
Ao se calcula facilmente integrando f en el intervalo [-7/2,T /2] resultando A9 = Aa/T.
Hemos obtenido finalmente

- sen(mw>
Aa 2Aa 2nmw
f(x):7+T TZ;COS(TJC)
n=1 T

igualdad vdlida en todo punto de continuidad de f.

Ejemplo 5. Calcular la serie de Fourier de la funcién periédica f cuya gréfica es la si-

guiente.

'T

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
4 | |
-T -b -a |0a b

NN

Figura 3.11: Gréfica de f

Observa que f es una funcién par con periodo 7. Su derivada f’ estd representada en la
gréfica siguiente.
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0N
0N

AT
b—a
Figura 3.12: Gréfica de f’

Observa que f’ es una funcién impar con periodo 7. En el intervalo [T /2, T /2] la funcién
f' tiene discontinuidades de salto en los puntos —b, —a, a, b siendo el salto en —b, b positi-

A —A
vo de magnitud 5=’ el salto en —a, a negativo de magnitud ——. Por periodicidad, f’
—a —a

tiene saltos de magnitud positiva en todos los puntos de la forma {+b+nT : n€Z} y tiene
saltos de magnitud negativa en todos los puntos de la forma {+a+nT : n€Z}.

La derivada segunda f"’ estd representada en la grafica siguiente.

A8t —b)

—-a a

BRSNS

Tfalea
0 b T T| T

| TN
S

—Df—a (t—a)

Figura 3.13: Gréfica de f”

Se sigue que la derivada generalizada de f’ viene dada por

A

T, = — ;W(S(x:t b+nT)—8(x=+ a+nT))
24 & 2nmw 2nm
= m;(cos (T(X:tb)>—cos (T(x:lza)>>
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. 2nm .
Poniendo B, = - teniendo en cuenta que

cos(Bu(x+b)) +cos(By(x—>b)) = 2cos(B,b)cos(Pnx)
cos(Pn(x+a))+cos(By(x—a)) 2cos(Bna) cos(B,x)

resulta
4A

T

Mx

Tf'/ = (cos(Bnb) — cos(Bna)) cos(Bx)

n=1

Razonando como en el ejercicio anterior deducimos que 7/, = T, donde

=

Z cos(Bnb _COS(Bna))Bi
n=1 n

4A

T sen(f,x)

g(x)

Por tanto f’ y g coinciden (en todo punto de continuidad de f’) salvo una constante y
como ambas coinciden en x = 0 se sigue que

v AA cos(Bab) —cos(Ba)
110 = gy S L e

n=1

Finalmente, por integraciéon de esta igualdad obtenemos la serie de Fourier de f excepto
el primer término de la misma que, al igual que el ejercicio anterior, debe calcularse por
separado resultando, después de simplificar, que

ﬂ|>

fx) =

n

(a+b)+ 23)T_ p Z cos(Bra) ;cos(Bnb) cos(Bu)

n=1

igualdad valida para todo xeR.

Los ejemplos anteriores, en los que he sido més cuidadoso con las justificaciones de
los cdlculos de lo que suele ser usual en la mayoria de los textos, ponen de manifiesto
que el formalismo de las distribuciones proporciona una poderosa herramienta de cal-
culo. Una vez que uno se acostumbra a su uso se adquiere confianza y seguridad en los
resultados obtenidos, y si alguna vez surge alguna duda en la correcciéon de los cdlculos
siempre puede volverse a las definiciones dadas para comprobarlos.

Para terminar esta ya larga seccién vamos a obtener un resultado bdsico en teoria de
muestreo.

Muestreo e interpolacién
Vamos a estudiar el siguiente problema:

» Dada una sefial f(z) y un conjunto de valores muestrales de la misma, es decir, valo-

res de la sefial en un conjunto de puntos f (), f(t1), f(t2),..., ;hasta dénde es posi-
ble recuperar valores de la sefial f(¢) en otros puntos distintos de los valores mues-
trales?
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Esto puede verse como un problema de interpolacién: queremos deducir valores de f(7)
a partir de unos pocos valores conocidos. Es evidente que no cabe esperar que podamos
hacer esto si no se tiene algiin conocimiento de la sefial; pues por un conjunto finito de
puntos dados en el plano pueden pasar infinitas curvas distintas, ;co6mo puedo saber de
cudl de ellas proceden mis valores? Estd claro que si queremos recuperar la sefial o parte
de ella a partir de sus valores muestrales es preciso tener algtin conocimiento previo de
la sefial. Por poner un caso sencillo, si sabemos que la sefial es un polinomio de grado n
entonces n+ 1 valores la determinan de forma tinica.

Seiiales de banda limitada

Supongamos que tomamos muestras de una sefial analégica f(r) cada 7, segundos. Re-
presentemos por

x(n) = f(nTy)
la sefial en tiempo discreto obtenida de esta forma. El intervalo de tiempo 7 (medido en
segundos) entre cada dos muestras consecutivas se llama periodo de muestreo o intervalo
de muestreo, y su reciproco v, = 1/7; se llama frecuencia de muestro y es igual al nimero
de muestras por segundo. Supongamos que nuestra sefial es una sinusoide

f(t) =Asen(2mvt +¢)

€n cuyo caso

x(n) = f(nTy) = Asen(2mvnT; + ) = Asen <2imv +¢>

N

La sefial x(n) es una sinusoide discreta de frecuencia

v
Vg = v
Observa que dos sinusoides discretas de la forma
x1(n) =Asen(2mv; + 0) x2(n) = Asen(2mtvy + 0) (nez)
cuyas frecuencias se diferencian en un nimero entero, v, = v| + & con k€Z, son idénticas.

Dado un nimero cualquiera v; hay un nimero entero & tal que —1/2 <v; —k<1/2
(basta tomar k =méax{g€Z: g < v+ 1/2}). Para una fase y amplitud dadas, una sinusoide
con frecuencia v, es idéntica a la sinusoide (con la misma fase y amplitud) de frecuencia
vy =v; —k€]—1/2,1/2]. Debido a ello, para sinusoides discretas solamente se consideran
frecuencias en el intervalo | —1/2,1/2].

Volviendo a nuestra sinusoide discreta x(n) = f(n7y) con frecuencia v, = §- la condi-
ciébn —1/2 < v, < 1/2 es equivalente a
1 Vg < Vs 1

= < =

27, 2 2 2T,

Es decir, la méxima frecuencia de una sefial analégica que puede determinarse cuando
dicha sefial se muestrea con una frecuencia de muestreo vy = 1/7; es igual a 1/27;.

Lo anterior nos dice que para recuperar una sefial analédgica sinusoidal de frecuencia v
debemos muestrearla con una frecuencia de muestreo tal que 1/27; < v, es decir, v, < 2v.
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Observa que una sinusoide de frecuencia v recorre la mitad de su periodo en 1/2v se-
gundos. La condicién anterior puede escribirse 7, < 1/2v, es decir el intervalo de tiempo
que separa dos muestras consecutivas es menor que la mitad del periodo, por lo que es-
ta condicién garantiza que el nimero de muestras tomadas en un segundo, v, = 1/T;, es
mayor que 2v por lo que tiene que haber al menos tres de dichas muestras en un mismo pe-
riodo de la sefial. Pero es que tres muestras de un mismo periodo es todo lo que se necesita
para determinar una sinusoide pues son tres los pardmetros que figuran en la expresién
f(t) =Asen(2nvt +¢) y es razonable suponer que con tres ecuaciones podriamos calcular
los valores de dichos pardmetros y para eso necesitamos conocer los valores de la funcién
en tres puntos distintos, lo que esté garantizado si tomamos tres muestras en un mismo
periodo.

Acabamos de ver que el muestreo de una sefial analégica de la forma
f(t) =Asen(2mve +¢)
con una frecuencia de muestreo v, = 1/7; produce una sefial discreta
x(n) = Asen(2mvyn+ 0)

donde v; = v/v, y hemos justificado que para poder recuperar la sefial analdgica a partir
del conocimiento de sus muestras, la frecuencia de muestreo v, debe ser suficientemente
grande para que —1/2 < v; < 1/2. Supongamos que v, cumple esta condicién y veamos
lo que ocurre si las senales

Si(@) = Asen(27(V +kvy)t +0) (kez)

se muestrean con una frecuencia de muestreo v,. Las sefiales discretas obtenidas son

xi(n) = fi(nTy) = Asen(2m(v +kvs)nT;+ @) = Asen (ZR%]WSVH— (I)) =Asen(2avyn+9)

A
es decir, la sefal discreta que obtenemos es idéntica a la obtenida anteriormente. Resul-
ta asi que muestreando una sinusoide con una frecuencia de muestreo“pequena”’, don-
de por “pequeiia’ se entiende menor que el doble de la frecuencia de la sinusoide, las
muestras que obtenemos pueden ser iguales a las que se obtendrian muestreando otra
sinusoide de frecuencia menor. Cuando esto ocurre se dice que se ha producido un en-
mascaramiento (el término usado en inglés es aliasing) de la sefial.

Enlafigura 3.14 puedes ver un ejemplo de enmascaramiento o aliasing. Una sinusoide
de frecuencia 17/16 Hz (representada en azul) se ha muestreado con una frecuencia de
muestreo de una muestra por segundo. En la figura se han representado 16 muestras y se
observa como dichas muestras coinciden con muestras de otra sinusoide de frecuencia
1/16 Hz (representada en color violeta). Por tanto las muestras tomadas nos llevarian a
reconstruir esta sefial y no la original: se ha producido un enmascaramiento de la sefial
muestreada por otra sefial de menor frecuencia.

Lo dicho para sinusoides se extiende inmediatamente para sefiales de la forma

n
ZAk sen(27vyt + )
P
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Ll
AT

Figura 3.14: Enmascaramiento o aliasing de una sefial por otra de menor frecuencia

iy

(@]
(€]

|
o
(€]

en las cuales es el arménico de mayor frecuencia v, el que nos dice como debe ser mues-
treada dicha sefial para poder ser recuperada a partir de sus muestras: debemos mues-
trear con una frecuencia de muestreo v, mayor que 2v,. Haciéndolo asi también tenemos
la certeza de que estamos muestreando adecuadamente las sefiales de menor frecuencia
que componen la sefial dada.

Todo lo dicho tiene sentido para sefiales que tienen una “méxima frecuencia” cosa
que no siempre ocurre pues, al menos en teoria, una sefial puede tener componentes de
frecuencia arbitrariamente grandes; por ejemplo cualquier sefial periédica cuya serie de
Fourier tenga infinitos coeficientes no nulos. Esto lleva al siguiente importante concepto.

Definicién 3.13. Una sefal f(¢) se dice que es una sefial de banda limitada si existe un
ndmero 0 < p < 4 tal que Ff(s) = 0 siempre que |s| > p/2. El méas pequefio nimero p
para el cual esta condicién se cumple se llama la amplitud de banda de f(t).

En otros términos una sefial es de banda limitada cuando su espectro esté acotado.

Interpolacién de sefiales de banda limitada

Todo estd preparado ya para justificar que una sefial de banda limitada muestreada de
forma apropiada puede ser exactamente reconstruida a partir de sus muestras. Aunque
en principio este resultado parece no tener nada que ver con transformadas de Fourier,
convolucién de funciones y teoria de distribuciones, nosotros vamos a resolverlo de for-
ma bastante espectacular usando muchos de los resultados vistos anteriormente y, muy
especialmente, la funcién III.

Teorema de muestreo de Shannon y Whittaker

Consideremos una sefial f(z) de banda limitada y supongamos que p > 0 es tal que
Ff(s) = 0 para |s| > p/2. Teniendo en cuenta la igualdad 3.28, periodizamos JFf con III,,
(aqui se usa que la sefal es de banda limitada, para que esta periodizacion tenga sentido)
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y después volvemos a recuperar Jf multiplicando por la funcién rectdngulo IT,. Obtene-
mos asi la identidad:
Ff =11,(Ff«100,)

Ahora todo se reduce a tomar transformada inversa de Fourier en esta igualdad.

fO)=F"Ff@) = FIL,(Tf*I0,))() (por 3.27)
= FI,(t)«FY(Ff*10,) (1) (por 3.27)
= FL,@)* (F ' Ff(0)F ', (1))
= psenc(pt)*(f(t)l[[[l/p(t)) (por 3.17)

= et 321 (o)
= Zf( )Senc pt) * 5(}6—%) (por 3.26)

k=—o0

1(5)er(=3))

Hemos demostrado el teorema clasico de muestreo que podemos enunciar como si-
gue:

» Si f(r) es una sefial de banda limitada tal que Ff(s) = 0 para |s| > p, entonces

0= 25 () (o (5))

Observa como la anchura de banda determina la minima frecuencia de muestreo para
reconstruir la sefial. Si el espectro de la sefial estd comprendido entre —vmax ¥ Vmax, €n-
tonces el resultado anterior nos dice que podemos recuperar la sefial muestredndola con
una frecuencia de muestreo mayor que 2vimax. La frecuencia 2vax se llama frecuencia de
Nyquist.

Espectro de una sefial muestreada

Supondremos que f(z) es una sefial de banda limitada, siendo 2v, la frecuencia Ny-
quist, es decir, Ff(s) = 0 para |s| > v.. Muestrear la sefial f(¢) cada a segundos es multi-
plicar f por la funcién I, como se pone de manifiesto en la igualdad 3.17. Para calcular
el espectro de la sefial muestreada debemos calcular la transformada de Fourier de fIII,,.
Tenemos que

(Ff +1I, ) ( Z Ff <s - —) (3.29)

Es decir, la transformada de Fourier de la sefial muestreada a intervalos regulares de a
segundos es igual a la periodizacién con periodo 1/a de la transformada de Fourier de la
seflal (mds un cambio de escala debido al factor 1/a).

1
a

F(f ) (s) = (Ff +Fy) (5) =
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Deducimos que

{seR: F(fIL,)(s) # 0} = U{s+§:§f(s)¢o} (3.30)

kez

Por tanto si s esta en el espectro de la sefial muestreada entonces s & 1/a también esta.
Podemos expresar esto diciendo que el espectro de la sefial muestreada a intervalos re-
gulares de a segundos es un conjunto periédico con periodo 1/a. Por tanto si 1 /a > 2v, los
trasladados del espectro de f no se pisan y el espectro de f1II, coincide con el espectro
de f en el intervalo [—v,,Vv,] lo que explica que podamos recuperar la sefal f. Si, por el
contrario, 1/a < 2v. entonces los trasladados del espectro de f se solapan y el espectro de
f1I, no coincide con el espectro de f en el intervalo [—v,,v,]. La frecuencia de Nyquist es
justamente el valor de a tal que 1/a = 2v,.

3.5. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una de las herramientas fundamentales de la matema-
tica aplicada debido principalmente a su gran utilidad para resolver problemas de valores
iniciales.

Definicién 3.14. La transformada de Laplace de una funcién f :]0,4o[— C se define co-
mo la funcién de variable compleja

Lf(s) = f ft)e ™" dt (3.31)

0

Observaciones

= En la definicién anterior s es una variable compleja. En lo que sigue escribiremos
s=x+iyconx,yeR.

» Hay una relacion fAcil de establecer entre la transformada de Fourier y la transfor-
mada de Laplace de una funcién f. Para cada valor fijo de xR tenemos que:
Lf(ctiy) = [ F)e™ ™0 de = (e fr)e™ dr = [h(x,1)e™ dr = Thy(y/27)
0 —oo

0
(3.32)

donde h, esla funcién

=l

= A diferencia de la transformada de Fourier Ff(s) de una funcién f(¢), que cuando
existe estd definida para todos los valores del parametro real s, la transformada de
Laplace de una funcion f solamente estd definida para ciertos valores de s que cons-
tituyen lo que se llama el dominio de convergencia de la integral el cual depende en
cada caso de la funcién f. Se demuestra que si la integral 3.31 existe para un valor s
entonces también existe para todo s complejo con Re(s) > Re(so). Esto implica que
el dominio de convergencia es en un semiplano.
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= Esimportante notar que

|efxr‘ _ |efxt7iyt| _ ‘efxt eﬂ'yt‘ _ efxt |efiyt| — efxt

= Sedice que f es de orden exponencial si hay nimeros a€R, M > 0, 1y > 0, tales que

|f(r)| < Me! (t>19) (3.33)

Teniendo en cuenta que si ¢ > 0 la integral Ie*” dt = 1/c < + y la observacién
0

anterior, se deduce que si f es una funcién de orden exponencial que verifica la
desigualdad 3.33, entonces la transformada de Laplace de f est4 definida para todo
s con Re(s) > a.

= Algunos autores definen la transformada de Laplace mediante la integral
jf(t) e dr

que suele llamarse transformada de Laplace bildtera la cual coincide con la trans-
formada de Laplace usual para funciones que se anulan en | — «,0[. El dominio de
convergencia de la transformada de Laplace bildtera es una banda vertical en el pla-
no.

= Una condicién suficiente para que la integral 3.31 exista es que f sea una funcién
de cuadrado integrable, es decir, f € L?(0,).

= Suele emplearse la notacion L(f(r))(s) para representar la transformada de Laplace
delafuncién f evaluada en un punto s. Esta notacion se presta a veces a confusiones
pero es inevitable usarla y asi lo haremos en lo que sigue.

Propiedades de la transformada de Laplace

Linealidad

La transformada de Laplace es un operador lineal.

LLf+Bg)=ALf+PBLg

Teorema de derivacion

La transformada de Laplace £f(s) de una funcién f € L?(0,) es una funcién derivable en
sentido complejo (holomorfa) en su dominio de convergencia y su derivada viene dada
por

d
35 L) () = =L(t (1) (5) (3.34)
En particular, Lf(s) es una funcién continua y, ademads, se verifica que . (h;m Lf(s)=0.
e(s)—+oo
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Transformada de Laplace de una derivada.

A) Supongamos que f es continua en |0, +oo[, de orden exponencial y tiene derivada f’
que es continua a trozos en [0, +o[. Entonces se verifica la igualdad

L(f'(1)) (s) = sL(f(2))(s)— £(0F) (3.35)
donde f(0%) = th;mof(t).

t>0

B) En las mismas hipétesis anteriores, supongamos que f tiene discontinuidades de
salto en los puntos#; < < --- <t,, entonces see verifica que

L(f(1) (s) = sL(f()) (s) = FOT) =D e (£(17) = £ (1)) (3.36)

Jj=1

C) Supongamos que f(t), f'(t),...,f" V() son continuas en |0, +-c[ y de orden exponen-
cial y que f")(r) es continua a trozos en [0, o[, entonces se verifica que

L(F(0) (s) = s"L(F(1)) (s) =" £(0F) —s" 27 (0F) —--- — =D (0%) (3.37)

Estas propiedades son las responsables de la extraordinaria utilidad que tiene la trans-
formada de Laplace para estudiar ecuaciones diferenciales.

Propiedades de traslacién

Si Lf(s) estd definida para Re(s) > ¢ y a € C, entonces se verifica que
L(f(1))(s—a) =L(e" f(1))(s) (Re(s—a) >c) (3.38)

Dado un ntmero b > 0 se verifica que
L(H(t—b)f(t—b)) =e P L(f(1))(s) (3.39)

donde H es la funcién escalén unidad.

Teorema de convolucién. Sean fy ¢ funciones de orden exponencial y definamos

t

frg(t)= | Flu)g(t—u)du

0

Entonces se verifica que
L(f*g)=LfLeg (3.40)

Inversion de la transformada de Laplace

Definimos la transformada de Laplace inversa como el operador £ ~! que a una funcién
F(s) = Lf(s) hace corresponder la funcién f.

LV F=f«sLf=F
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Se usa la notacién £ ~!(F(s)) (¢) para indicar la transformada de Laplace inversa de F eva-
luadaenz.

La definicion anterior estd muy bien pero sirve de muy poco. Si tenemos que aplicar
la definicién dada para calcular transformadas inversas de Laplace, necesitamos tener
alguna préctica para que cuando nos den una funcién seamos capaces de construir otra
funcién cuya transformada de Laplace sea dicha funcién. Sin embargo, a pesar de que
este procedimiento es muy rudimentario es el que suele seguirse.

Es fécil desarrollar una teoria sencilla para obtener transformadas de Laplace inversas
de funciones racionales sin méds que descomponerlas en fracciones simples. Esto, junto
con el teorema de convolucion y las propiedades de traslacién, da lugar a unas técnicas
que tienen éxito en los casos ordinarios (veremos unos pocos ejemplos en lo que sigue)
pero que eluden el auténtico problema que no es otro que el de la inversién de una trans-
formada de Laplace. Es decir, asi como para la transformada de Fourier se dispone de un
teorema de inversién que nos proporciona una expresion sencilla para la transformada
de Fourier inversa, la situacién en lo que se refiere a la transformada de Laplace no es tan
comoda. Ello se debe a que la transformada de Laplace convierte funciones complejas
de una variable real en funciones complejas de variable compleja. Por eso, el teorema de
inversion para la transformada de Laplace implica una integracién en el campo complejo
lo que queda fuera del alcance de estas notas.

Transformada de Laplace de una distribuciéon

La transformada de Laplace de una distribuciéon T es la distribuciéon LT definida para
toda ¢ €S por la igualdad

(LT, ) = (T,Lg)
La transformada de Laplace de la funcién § es la funcioén escalén unidad H. Pues

=

(£8,9) = (3,L0) = Lo(0) = [o(x)dx = [H(x)o(x)dx = (H,@)
0 —o0

Como en la teoria de la transformada de Laplace solamente se consideran funciones de-
finidas en los reales positivos y como para todos > 0 es H(z) = 1, laigualdad £6 = H suele
escribirse L& = 1.

Es facil comprobar que la transformada de Laplace de la derivada n-ésima de 6 viene
dada por
£(8M) (5) = 5"
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3.6. Ejemplosy aplicaciones

Ejemplol. Transformada de Laplace de una exponencial, del seno y del coseno.

Sea f (1) = e? donde a € C. Tenemos que para Re(s) > Re(a) es

o u t=u
-1
L(e)(s) = je“’ e'dr = lim [e 9" dr = lim { e—@—a)f]
U— oo u——+too [ §—qa (=0
0 0
1 —(s—a)u 1
—  lim < _¢ > — (3.41)
U—+oo \ §—a sS—a sS—a
pues para Re(s) > Re(a)
e—(s—a) u| _ e—uRe(s—a) =0 (u _ +m)

Deducimos que para Re(s) > 0

L(sen(u)t))(s)ﬁ<emr_275_im>zli< 1 > ® (3.42)

s—io  s+in) s2+o?

Anélogamente
N

L(cos(wr))(s) =

Vil (3.43)

Ejemplo 2. Transformada de Laplace de una funcién polinémica.

Como caso particular del ejemplo anterior para ¢ = 0, tenemos que la transformada de
1

Laplace de la funcién escalén unidad H(r) viene dada por LH(s) = —. Usando el teorema
N

de derivacién deducimos que

n!

L") () = ot (n=1,2,3,...) (3.44)

Este resultado, junto con la linealidad, permite obtener enseguida la transformada de
Laplace de una funcién polinémica.

Ademaés, teniendo en cuenta la propiedad de traslacién 3.38, deducimos que

n!

L(e‘”t") (s)= m

(n=1,2,3,..., Re(s—a) > 0) (3.45)

Ejemplo 3. Teniendo en cuenta la igualdad 3.42 y el teorema de derivaciéon y que

d o = 2o
dss’+w?> (s’+02)?
obtenemos e
s
Lt sen(w?t))(s) = ———= 3.46
(7 sen(w1)) (s) GETSE (3.46)
Anélogamente
s2 _ @2
L(t cos(01))(s) = —5—— 3.47
( ( ))( ) (sz +0)2)2 ( )
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Si los resultados anteriores los combinas con las propiedades de desplazamiento y el
teorema de convolucién podras calcular facilmente transformadas de Laplace de produc-
tos de polinomios por funciones seno y coseno y exponenciales.

“ (6=

Descomponiendo en fracciones simples tenemos que

Ejemplo 4. Vamos a calcular

s+1 2 1 2

S . T
s2(s—1) s 52 s—1

Por tanto
1 2 1 2
Lt ZSL =L (Z2)—¢g! —= 2L —=— ) =—2—r+2¢
s*(s—1) s s s—1

Ejemplo 5. Vamos a calcular

S e

La descomposiciéon en fracciones simples es

252 s 1 1

DG -12 241 51 (-1

! 25 _ ' t
m = —cost+¢e +tre

Por tanto

Ejemplo 6. Calculemos L(sen?(o1)).

Sea f(t) = sen?(wt). Tenemos que f'(t) = 2wsen(wt) cos(wt) = wsen(2wt). Teniendo en cuen-
ta la igualdad 3.35, se verifica que

L(msen(2mt)) = s L(sen?(wt))

de donde )

2 0 20 20
Llsen™(wr)) = s 2440’ s(s? +40?)

= ()

Puede hacerse una descomposicién en fracciones simples pero es més rapido si nos da-
mos cuenta de que

Ejemplo 7. Se trata de calcular

1 1 1 1
—— = — ——— = —L(t*)L(sent
$(s2+1) 83 5241 2 ()X )
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y usamos el teorema de convolucién (3.40) para deducir que

1 1 1 1 1
— = —[(*xsent — Ll<7> = —t?xsent = — (t> +2cost — 2
$3(s24+1) 2 ( ) $3(s241) 2 2( )

Ejemplo 8. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales
" +y = sent y(0)=1,y"(0)=1

Es decir, se trata de calcular una solucion, y(), de la ecuacién diferencial y” +y = sent que
verifique las condiciones iniciales y(0) = 1, y’(0) = 1. Notemos Y (s) la transformada de
Laplace de la funcién (desconocida y). Tomando transformadas de Laplace en la ecuacién
diferencial y teniendo en cuenta la férmula 3.37 para la transformada de Laplace de una
derivada, obtenemos

s2Y (s) —sy(0) —y'(0) + Y (s) = 1+152

sustituyendo en esta igualdad las condiciones iniciales resulta

s+1 1
Y(s)= +
(s) s241 0 (s241)2
Por una parte
s+1 1 + 5 = L(sent) + L(cost) = L(sent + cost)
241 s241 0 s241 B
Y por otra
1 11 2s 1 1
— = — — ——— = —[L1L(tsent) = —L(1 xtsent
T R
Por tanto
t
yi) = L (Y(s)):sent+cost+El*tsent:sent—i—cost—}-zjusenudu
0

1 1 3
= senf—+cosf—+ 5(—tcost +sent) = cost — Etcost + 5 sent

Puedes comprobar que, efectivamente, esa es la solucién correcta.

Ejemplo 9. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales:

,, sent, 0<r<m ,
= 0)=y'(0)=0
'ty {0, o ¥(0) =y'(0)

Tomando transformadas de Laplace en ambos lados de la ecuacién y poniendo Y (s) = Ly(s),
tenemos

7T
1 —JuS
s2Y(s)+Y(s) = Ofe” sentdt = :2_%
Por tanto
(s) I+e™™ 1 n e
S)= =
(2412 (241)2 (s2+1)
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En el ejemplo anterior hemos visto que

_ 1 1
L ! (W) = E(Sent—tcost)

teniendo en cuenta también la igualdad 3.39, deducimos que

y(t) = %(sent—tcost) +H(t— m) (%(sen(t— ) — (t — ) cos(t — n)))

es decir
1

=14 2

(sent —tcost), 0<r<m

1
Encost, t>m

Ejemplo 10. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

y+d vtz = 1

0)=-1, z(0)=2
Vis o= e ¥(0) » 2(0)

Tomando transformadas de Laplace y poniendo Y (s) = Ly(s), Z(s) = Lz(s), obtenemos

sY(s)+ 1+s5Z(s)—24Y(s)+Z(s)

=)
—_—

sY(s)+1+2Z(s) =
De estas ecuaciones deducimos que

—s2+s+1 1 2 1
Y = = - —
(s) s(s—1)2 s os—1 (s—1)2

y tomando transformadas inversas obtenemos que

y(t) =1-2¢ +té, 7(t) =2¢" —té

Ejemplo 11. Consideremos la ecuacién diferencial lineal no homogénea de orden n con
coeficientes constantes

n—1)

Y +an 1y 4t ary +agy = f(1) (3.48)

y condiciones iniciales
¥(0) =y'(0) =---=y""D(0) =0 (3.49)

La solucién de 3.48 que satisface 3.49 se llama la solucion de estado estacionario. Tomando
transformadas de Laplace en 3.48 obtenemos

(" +an—15"" + - +ars+ao)L(y(t)) = L(f(1))

esto es
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donde Q(s) =s"+a, 15" ' +---+ais+ay.

Supongamos que g(¢) es una funcién tal que

—~
B
=

Entonces

por lo que

¥(0) = [ fu)g(t —u)du (3.50)

Teniendo en cuenta que

es decir
(8" +an 15"+ +ars+ao)L(g(r)) = L(8(1))

podemos considerar que g(¢) es la solucién de estado estacionario de la ecuacién
(n) (=1 4 ... ! =5
8" +an18" "+ F+aig’ +aog =8(1)

La funcién g(¢) se llama respuesta impulso del sistema y su conocimiento permite obtener
larespuesta del sistema a cualquier sefial f(z) por medio de la convolucién dada por 3.50.

Un caso particularmente sencillo es cuando el polinomio Q(s) tiene todas sus raices
simples. Si éstas son o (1 < j < n), entones se prueba con facilidad que

n

_ 1 ) %) gy
¥(1) ,ZIQ’(%‘) Off( Je g

Ejemplo 12. Las ecuaciones en diferencias finitas lineales pueden resolverse con ayuda
de la transformada de Laplace. Veamos un ejemplo.

Se trata de resolver la ecuacién
Ant2 —3ay11+2a, =0, ap=0, a;=1

Para ello definamos
y(t) =ay n<t<n+1, n=0,1,2,...

Con lo cual la ecuacién se convierte en

y(E+2)=3y(r+1)+2y(r) =0 y(0)=0, y(1)=1 (3.51)
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Tomando transformadas de Laplace tenemos

Lo(+2)) = [eye+2)dr =[u=1+2] = [0 yu)du =
0 2
o0 2
= ezsfefs"y(u)du—eZSfef“‘y(u)du
0 0
1 2
= e L(y()) —ezsfe*‘”’y(O) du —ezsje*”y(l)du
0 1
= L) - S1-e)
Andlogamente

L(y(t + 1)) = e‘YL(y(t))
Con lo que la ecuacién 3.51 se convierte en

eS

eZSL(y(t)) g (1—e™)=3e"L(y(r)) +2L(y(1)) =0

de donde facilmente se obtiene que

) - 2

Teniendo ahora en cuenta que paraa > 0 ynotando E(¢) la funcion parte entera se verifica
que
1—e*
£ (af0) = ﬁ (Re(s) > max {0,loga})

concluimos que
L3(0)) = £(250) — L1 = £ (250~ 1)

de donde resulta finalmente

a,=2"—1, n=0,1,2,...
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